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RENDICONTI
DELLE SEDUTE

DELLA ACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCEI

Classe di Scienze fìsiche, matematiche e naturali

Seduta del 13 novembre 7976 

Presiede il  Presidente della Classe Beniamino S egre

SEZIONE I
(Matematica, meccanica, astronomia, geodesia e geofisica)

Matematica. —  Funzioni zeta ed insiemi basilari. Nota di G io 
v a n n i G a l l a v o t t i ,  presentata (,) dal Socio B. S e g r e .

SUMMARY. ■— We give an example of a smooth flow with a basic set whose zeta-func- 
tion is not meromorphic.

§1. Introduzione

Le funzioni zeta cui si rivolge l’attenzione in questo lavoro sono funzioni 
di una variabile complessa che nascono dal problema dell’analisi della distri
buzione dei periodi delle orbite periodiche generate in uno spazio M da gruppi 
di trasformazioni omomorfi ad R o ad N (caso continuo , o discreto, rispetti
vamente).

Queste funzioni descrivono la distribuzione dei periodi delle orbite perio
diche nello stesso senso in cui la funzione zeta di Riemann descrive la distri
buzione dei logaritmi dei numeri primi.

Nel caso in cui il gruppo di trasformazioni sia un gruppo omomorfo ad N 
di diffeomorfismi su una varietà Riemanniana e, inoltre, tale gruppo verifichi 
l’assioma A (cfr. appendice 2), si può mostrare che la funzione zeta ad esso 
associata è una funzione meromorfa.

Ci proponiamo di dimostrare con un esempio che questa proprietà non 
si estende, in generale, al caso in cui il gruppo di trasformazioni, pur veri
ficando rassioma A, sia omomorfo a R.

Questo lavoro, proponendo un esempio, è di natura molto tecnica ed in esso si assu
merà che il lettore abbia già familiarità con il problema ed il suo interesse (si veda, allo scopo, 
il lavoro [1]), Cap. I, § 1, 2, 3 e Cap. II, § 1).

Nella appendice 2 diamo alcune definizioni che, in linea di principio, rendono il lavoro 
leggibile senza ricorrere alla bibliografia. Sono definizioni date a scopo puramente notazio- 
nale; per una discussione sul loro interesse si veda [1].

(*) Nella seduta del 13 novembre 1976.

20 — RENDICONTI 1976, vol. LXI, fase. 5.



310 Lincei -  Rend. Se. fis. mat. e nat. -  Vol. LXI -  novembre 1976

§ 2. Posizione del problema

Nello studio delle proprietà generali delle orbite periodiche rispetto a gruppi di diffe- 
omorfismi omomorft a N o R appare utile l’analisi delle proprietà delle funzioni « zeta » ad 
essi associate [i].

Sia M una varietà Riemaniana compatta e sia St : M <—» M , / e R ,  un CMlusso, 
(1 <  r  <  00), su M (che, ovviamente, sarà supposta di classe Cr almeno).

Si supponga che l’ insieme H dei punti «non erranti», [1], contenga un insieme 
« basilare » A ossia un insieme chiuso, S^-invariante (V/ e R) tale che

i) A non contiene punti fìssi per St , \ / t  e R, ed è un insieme iperbolico per il flusso;
ii) le orbite periodiche contenute in A sono dense in A;

iii) A contiene un’orbita densa;
iv) Esiste un insieme aperto U d A tale che: A == (S^U).

£eR

Assoceremo ad ogni orbita periodica y c  A il suo periodo T (y). L’insieme 
delle orbite periodiche per il flusso in questione si denoterà o p (S ^eR.

Se A è un insieme basilare la funzione zeta per il flusso ristretto a A è 
definita dal prodotto infinito:

(*) $ ( / )=  n (i -  exp -  SI (y))-i s e C
y€op(St)t€K

YCA

che si può dimostrare convergente per Re (s) abbastanza grande [1, 3].
Esistono flussi i cui insiemi basilari hanno una funzione zeta meromorfa 

(cioè (*) ammette un’estensione meromorfa a C), [3].
Le definizioni appena discusse possono essere date, per naturale analogia 

anche nel caso in cui il gruppo (S^eR venga sostituito da un gruppo (Sn)nen 
omomorfo al gruppo dei numeri interi.

Le definizioni sono tutte ovvie, [1], con l’eccezione che nella definizione 
di insieme basilare la condizione di assenza di punti fissi è lasciata cadere.

Così, ad esempio, se A c  M è un insieme basilare per il gruppo (Sn)weN 
di diffeomorfismi su M, si definisce:

(**) K(s)=* FT . (1 ' exp jT (y))—1
Y e op (Sn)n 6 N 

YC A

ed ora T (y) è un intero; si può dimostrare che il prodotto infinito (**) con
verge per Re (s) abbastanza grande [3].

Si dimostra che la funzione zeta associata ad un insieme basilare di un 
gruppo (Sn)neN discreto è sempre una funzione meromorfa [4, 3].

Il principale risultato di questo lavoro è la costruzione di un Cr-flusso 
con un insieme basilare la cui funzione zeta non è meromorfa (1 <  r <  00). 
Questo esempio può essere utilizzato per costruire un Cr-flusso che verifica 
l’assioma A e la cui funzione zeta non si estende ad una funzione meromorfa 
su C (1 < r  <  00): si veda in proposito l’osservazione finale dell’appendice 2.

Nel seguito si utilizzerà la seguente osservazione: in generale si può cer
care di definire, mediante le (*) e (**), la funzione zeta associata ad un gruppo
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di trasformazioni, omomorfo ad R o N, di uno spazio astratto K in se e ad un 
insieme invariante rispetto all’azione del gruppo, L c= K: però Vascissa di 
convergenza del prodotto infinito sarà, assai spesso, infinita. Nel seguito, 
considerando funzioni zeta associate ad insiemi invarianti supporremo sempre, 
ove ciò non sia conseguenza delle ipotesi, che il prodotto infinito in questione 
converga per Re (s) abbastanza grande.

§ 3. Funzioni zeta generalizzate

Nella costruzione del nostro esempio appare utile considerare una gene
ralizzazione di (**), [3, 5].

Sia (Sn)weN un gruppo omomorfo al gruppo degli interi di trasformazioni defi
nite su uno spazio M; sia A un insieme invariante rispetto all*azione del gruppo.

Si può definire l’insieme op (Sw)neN delle orbite periodiche ed il periodo 
T (y) di y e op (S \e K .

Sia /  : M -> R una funzione reale definita su M; si definisce il periodo 
«/-pesato » di y€ op (Sn)neN la quantità:

T(y) - 1

T /(y )=  2  / ( S JT )0

ove a: è un qualunque punto di y.
La funzione zeta con peso/  relativa all’insieme A ed al dato gruppo di 

trasformazioni di M è definita da:

£<>./)= n 0—exp—sT/ (y))-1-
Y € op {Sn)n e N 

Y C A

È utile, per dare un’espressione alternativa alla zeta, introdurre l’insieme 
op (Sw)weN delle coppie (y , k) ove y e op (SÄ)n€N e i ~ i , 2 , 3 , - - * e  N+.

Questo insieme è «l’insieme delle orbite periodiche» con periodo «non 
minimo ». Si porrà:

T (Y )= T ((Y,/è))==iT(Y) ; Tf  (f) =  T, ((T , k)) =  kTf  (Y)

e yc: A se f  =  (y , k) , y <z A .

Semplici considerazioni combinatorie mostrano che:

Ç (* » / )  =  exp^ S  r 'T/(T) •
Ye °P

L’interesse di queste ulteriori generalizzazioni delle funzioni zeta sta nel 
seguente facile Lemma [5]:

LEMMA. Sia M uno spazio sul quale è definito un gruppo (Sn)weN di tra
sformazioni che lasciano invariante A c  M. Sia f  : M -* R una funzione posi
tiva su M.
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Sia .(Sf)fgR il « flusso speciale » (cfr. appendice 2) costruito su K a mezzo 
della funzione f  e del dato gruppo di trasformazioni.

Se ora Ç (s) denota la funzione zeta associata al flusso speciale e Ç (s , / )  
denota la funzione zeta con peso f  associata all'insieme A al gruppo (S*\eN, 

Ç (P) =  Ç , / ) ,  ^  Re (P) £ grande, purché i prodotti infiniti che defi
nis c ono Ç (j) é? Ç ( j , / )  convergano per Re (T) abbastanza grande.

Questo Lemma sarà utilizzato insieme al seguente Teorema [2]:

TEOREMA. Sia S la traslazione di una unità verso destra sullo spazio K 
delle successioni bilatere di simboli o e \ e sia f  una funzione Hölderiana e 
positiva su K (1).

I l  flusso speciale su K, definito da S ed f ,  può essere immerso, in qualità 
di insieme basilare, m un Ql—flusso, 1 <  r <  oc, su una varietà compatta Rie- 
manniana finito—dimensionale.

Usando i due ultimi Teoremi la costruzione del nostro esempio può pro
cedere via la costruzione di una funzione positiva ed Hölderiana su K, la cui 
funzione zeta generalizzata, rispetto alla traslazione S, non sia estendibile ad 
una funzione meromorfa su C.

§4. A lcu n e funzion i H öld erian e e l a  lo r o  funzion e ze ta  

Sia K =  J J  {o , 1} =  (spazio delle successioni bilatere di simboli o e 1
ieN

riguardato come uno spazio metrico con la metrica
)

ove P =  massimo numero k fra quelli per cui =  7j;- se \ j  | <  k, ed a è un 
numero prefissato in (o , 1).

Una funzione /  su K si dice Hölderiana [2] su K se esiste a e (o , 1) tale 
che: ■ sup ( \ f  (x) —/  (y)\\da (x , y )~J) < + oo.

xfleK
È facile costruire esempi di funzioni Hölderiane su K; ne vedremo 

alcuni interessanti fra poco.
Si considerino gli elementi di K come sottoinsiemi di N: un punto 

x  — (Ìi)ìl'=flooe K sarà identificato con l’insieme: X (x) ~  { / | / e N , ^ =  1}.
Sia <P una funzione definita sui sottoinsiemi finiti di N e tale che esista 

x >  o per cui:
1) 2  I ® (X) I exp x  (diametro X) <  +  00 .

{o}cx
ii) O (X) =  €> (Y) se X e Y sono congruenti.

Definiamo allora, sui sottoinsiemi di N (finiti e non) la funzione A#*

A* (X) V  ® (L)
(ojcLcX [L |

(1) Si veda il § 4 per una definizione di questi termini.
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ove [ LI =  numero dei punti di L, e la somma è eseguita al variare di L sugli 
insiemi finiti contenuti in X.

Per la convenuta identificazione fra i punti di K ed i sottoinsiemi di N, 
la funzione A può essere considerata una funzione definita su K.

È facile vedere che A$ è una funzione Hölderiana su K. 
Considereremo il seguente caso particolare (« modello di Fisher » [7]):

<X> (L) = 0  a meno che | L | =  (diametro di L +  1)

se, invece, L =  (z , i +  1 , i -f- 2 , • • - , i -\- j  — 1) per qualche coppia di interi 
i . ; si porrà:

®(L ) =  «P>.

Questo « modello » è una ben nota « macchina » per costruire esempi e 
controesempi nella teoria delle transizioni di fase [7, 8].

Sia G >  o tale che min (G +  A$) >  o e si ponga: /  =  G -f- A$ ed, inoltre,

, ^ N +i=l i = 1
PO 00

=  S  ?£ ; #1 =  2  i(?i ■
i —1 ■ i = l .

Lemma. Zæ funzione Ç (j , / )  r dato da:

ove
i  ( s , / r 1 =  e  -  (i -  ^ Gs-®°s) (i — f  co)

F(0 =
 ̂— Gs-f

I •— e~Gs
00

La dimostrazione di questo Lemma consiste in un calcolo che procede, 
senza alcuna ; difficoltà concettuale, lungo le linee dell’articolo [7], si veda 
l’appendice per una concisa esposizione della tecnica di [7].

Se (<pj)jli è definita da:

¥1 arbitrario, cpn = xn — 2 x n̂  +  x n_2

log i + n >  I , X <  I

Segue che: W n =  n <&0 -—■ -—■ log

n >  2 , ove 

■*o =  o .

L’esempio è allora costruito poiché la funzione

2 Ln=1
(G-f~<l>o)m I fi

x’1
n

non è estendibile ad una funzione meromorfa e presenta una singolarità non 
polare in s0 =  (logX)/(G fi- <l>0) < 0 .
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Si noti anche in s
Ç (° ,/ ) = - ! •

o non vi è una singolarità per Ç (s ,/)  ed, anzi,

A ppendice i . D imostrazione del Lemma del §4

Questa appendice contiene una dimostrazione del Lemma del § 4 attra
verso un semplice adattamento di [7].

Calcoleremo dapprima, per C:
OO

s
11 =  1

I

7 SPx^x
I punti x  € K tali che Sp x  — x  possono essere identificati (secondo quanto 

già spiegato al § 3) con i sottoinsiemi di N periodici e con periodo p  ovvero, 
equivalentemente, con i sottoinsiemi dell’insieme {1 , 2 , • • *, p} cz N.

Scegliendo la seconda dèlie alternative ora descritte, chiameremo un 
sottoinsieme X c  {1 , 2 , • • ♦, p} una « configurazione ».

Se si immagina di raggruppare i siti in {1 , 2 , • • - , p) ■— X, « siti vuoti », 
in gruppi connessi e se, similmente, i punti di X, « siti pieni » vengono rag
gruppati in insiemi connessi si può descrivere una configurazione a mezzo 
di una successione di interi secondo le sei possibilità seguenti:

I) (*>1, 01, , o2, • • •, vk , ok , vh+ì) , ove ì / j> o  , O j > o ,  Vi,

e v1 , • * *, vk+1 denotano i numeri dei siti vuoti nei vari gruppi connessi di siti 
vuoti numerati ordinatamente da sinistra a destra; k >  1 e, infine,

fc+l h
T i vì +  T  °i =  P-i-1 i=1

Continuando la casistica, con simili notazioni, le altre possibilità sono:

Tc k
II) (Pi , 0L>- • -, Vh , ok) , ° i > o  , V i > o  , Vi , k >  i e T vi Jr T ° i

i—1 i—l
= p.

III) (°i >v2 t - * * ) °k ) vk+1)
k+1 k

, oi , v% > I , V« , k >  I , e T vi +  T  °i
i = 2 i = 1 = P-

IV) (°\ ,V ì,- * ) ^k ì °ìò y
k h

0i ,v i > i , Vi , k >  2, e 2  VÌ +  X  °ii = 2 ì==l
= p.

V) . <ilc

VI) <il

Se X è del tipo I), II), III) e se x g  K è il punto di K tale che Sp x  =  x  
ad esso associato mediante la corrispondenza sopra descritta si trova;

t a<I)W  =  S w  
i - 1
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ove
Wn =  n<p! +  (n —  1) (p2 H------ 1~ (n — n +  1) (pn .

Se X è del tipo IV) invece: TA$ (x) — 2  W0. +  Wai+0̂
2 J

00

Se X è del tipo V) si ha: TA$ (#) =  N 9 .̂

Se X è del tipo VI), infine: TA$ (V) =  o .

E ora facile calcolare, sommando un certo numero di serie geometriche, la 
funzione \!S! (£) e, quindi, A (£). Risulta che £A' (£) può scriversi come:

e da questa formula il lemma da dimostrare segue immediatamente.

D efin iz ion e  i. Punti erranti e non.
Sia (Sj)jgR (ovvero (S*%eN) un gruppo di trasformazioni invertibili defi

nite e continue su uno spazio topologico M.
Un punto iG M si dirà «errante» se esiste un intorno U di x  tale che 

u  n  s ,(U) =  0 per ogni t tale che |/J è abbastanza grande (rispettiva
mente, U n  Sn (U) =  0 per [ n | abbastanza grande).

È chiaro che l’insieme dei punti erranti è aperto, e quindi, quello dei 
punti non erranti è chiuso.

D efin iz ion e  2. Iperbolicità di un insieme (caso dei flussi).
Sia (S^gR un gruppo di diffeomorfismi definiti su una varietà Rie- 

manniana M compatta.
Un insieme invariante A c  M si dice «iperbolico» se è possibile trovare 

una decomposizione dello spazio T^M, tangente ad M in r e  A, della forma:

in tre sottospazi che dipendono con continuità da ^e  A e tali che:

2) Esistono a , b >  o tali che:

||dS*||s <  a exp — bt t > o  ; UdŜ I* <  a exp (bf) t <  o ; ||dS*||0 < #

ove |] dS |̂|Ä, j|dSj||*, ||dSj||0 denotano le norme delle restrizioni di àSt agli 
spazi V£s), V ^, Va. rispettivamente.

3) Dimensione di V  ̂=  1 ,

-  i - F  log (i -  $  -  \  log (i -  ^ -* 0  -

A ppendice 2. Alcune definizioni

T*M =  V<8) +  Vj° +  V,
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D efin iz ion e  3. Iperbolicità di un insieme (caso discreto).

Sia (Sn)WeN un gruppo di diffeomorfìsmi definiti su una varietà Rie- 
manniana compatta M.

Un insieme invariante A c  M si dirà iperbolico se, per x e  A, esiste una 
decomposizione dello spazio tangente T x M della forma

T ,M  =  Vi*’ © V“>

in due sottospazi che dipendono con continuità da x  al variare di x  in A e 
tali che:

1) dS":V<rt«->V£a ; d S n v f  « e N .
2) Con notazioni simili a quelle della definizione 3), esistono a e b >  o 

tali che

Il dSn||s <  a exp (■— bri) n >  o ; || dS*^ <  a exp {bri) n <  o .

D efin iz ion e  4. Assioma A (Caso discreto).
Sia (S )̂neN un gruppo di diffeomorfìsmi di una varietà Riemanniana com

patta M. Si dirà che (Sn)ne^ verifica l’assioma A se:
1) l’insieme £1 dei punti non erranti è iperbolico;
2) le traiettorie periodiche sono dense in £1.

D efin iz ion e  5. Assioma A (Caso continuo).
Sia (S,)/eR un gruppo di diffeomorfìsmi di una varietà Riemanniana M 

compatta. Si dirà che (S ^eR verifica l’assioma A se:
1) l’insieme Q dei punti non erranti è iperbolico e contiene un numero 

finito di punti fissi disgiunti dal resto di O;
2) le traiettorie periodiche sono dense in D.

D efin iz ion e  6. Fhissi speciali.

Sia (Sw)WgN un gruppo di trasformazioni di un insieme A in se. Sia /  
una funzione definita su A e sempre positiva.

Si consideri lo spazio Af  delle coppie (x , ni) tali che x e  A  e o <  m < /(# ) . 
Sia Af lo spazio ottenuto identificando i punti {x if { x sj) e (S (x) , o) di A f , x e  A.

Si definisce un gruppo di trasformazioni (S ^eR di Af  in se al modo 
seguente {t >  o):

S* (x , ni) =  (x , m +  i) se o <. m +  t < f ( x )

s* (x , m) =  (S (x) , m + 1 —/  (x)) se f ( x ) < m Jr t < /  (x) + /  (S (x)) 

,St (x , ni) =  (S2 (x) , m  +  t — f  (x) —/  (S (x))) se
/  (x) + /  (S (x)) < m + t < f ( x )  + f  (S (x)) + /  (S2 (x))

ecc.; inoltre si pone S_ÿ =  (Ŝ )“1 per t <  o.
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Questo gruppo di trasformazioni di in se si dice il « flusso speciale » 
costruito su A a mezzo di (Sn)neN e della funzione / .

Per capire l’interesse della nozione di insieme basilare conviene citare 
il seguente Teorema [1 ] : ■ ■

TEOREMA. Se (Sn)neN è un gruppo di diffeomorfismi di una varietà Rie- 
marmi ana M compatta e (Sn)n e N verifica Vassioma A allora P insieme il dei> punti 
non erranti si decompone nelPunione di un numero finito di insiemi basilari 
disgiunti.

L’ovvia versione di questo enunciato per i flussi che verificano l’assioma 
A è pure vera, [1].

OSSERVAZIONE. Il Teorema del §3, sulla Cr~immergibilità di un flusso 
speciale costruito a mezzo di una funzione Hölderiana sullo spazio delle suc
cessioni di simboli o e i sul quale agisce il gruppo delle traslazioni, si può 
rinforzare in modo che l’immagine del flusso speciale costituisca, insieme a 
altri due punti fissi isolati, l’insieme dei punti non erranti di un efflusso 
su una varietà Riemanniana compatta. Ciò segue da un esame della dimo
strazione di [2] e dalle considerazioni sulla costruzione del « ferro di cavallo » 
in [i].

In base a questa osservazione si vede come l’esempio costruito in questo 
lavoro fornisca anche un esempio di un flusso verificante l’assioma A la cui 
funzione zeta non si estende ad una funzione meromorfa.

Ringraziamenti. Sono grato a D. Ruelle per aver suggerito ed incorag
giato questo lavoro: ringrazio lui ed anche R. Bowen ed F. Diliberto per molte 
discussioni stimolanti; in particolare R. Bowen mi ha mostrato come immer
gere il flusso speciale in Cr, usando il suo teorema di immersione.
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