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Fisica matematica. — Legge di conservazione supplementare per
un particolave sistema iperbolico del primo ordine . Nota ¢ di
ANDREA DonaTo @, presentata dal Socio D. GRrAFFI.

SUMMARY. — We consider a hyperbolic system of first order obtained by reducing a
conservative hyperbolic equation of second order in noncanonical form. We determine,
generalizing a previous paper [1], the conditions for having a supplementary conservation
law. As a particular case we obtain that the second order equation must be of Euler type with
the usual conservation law for the energy.

In una precedente Nota lincea [1], seguendo un procedimento dovuto
a G. Boillat [2], ho stabilito, tra I'altro, una classe di equazioni iperboliche
conservative del secondo ordine in forma canonica che ammettono una legge
di conservazione supplementare.

In questa Nota mi sono proposto di completare 'indagine considerando
il caso piu generale delle equazioni conservative del secondo ordine non
ridotte a forma canonica del tipo ®:

(I> atF<Utin>+3iFi(UhUi>=0 (Z-:1!2’3>'

Dopo aver effettuato, con un opportuno cambio di variabili, la riduzione
dell’equazione (1) ad un sistema del primo ordine si vede che, assegnando
apriori la funzione £ (U,,U,), il cui gradiente rispetto alle variabili U;
fornisce F?, e le funzioni della sola Uy, {, ¢ e i ( =1, 2, 3), che si otten-
gono da integrazioni, resta completamente determinata la classe delle equa-
zioni del tipo (1) che ammettono una legge di conservazione supplementare.
Inoltre, utilizzando le stesse funzioni arbitrarie, si da la forma esplicita della
legge supplementare di conservazione. Nel caso particolare in cui ¢ (U,) = U,
e si considerano costanti §¢ e ¢ la funzione & (U;, U,) diventa una lagran-
giana; cosi I'equazione del secondo ordine coincide con quella di Eulero e
la legge di conservazione si particolarizza in quella usuale dell’energia.

1. L’equazione (1), effettuando la trasformazione di variabili

(2) . (I)=F<Ut7Ui) ’ ‘Z}izUi

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dei contratti di Ricerca del C.N.R. Gruppo Nazio-
nale per la Fisica Matematica.
(*¥) Pervenuta al’Accademia il 7 settembre 1976.
(¥**) Istituto Matematico dell’Universitd di Messina.
(1) Uy= 3,U e U; = 9; U denotano, rispettivamente, le derivate rispetto al tempo
¢ alle variabili spaziali z; ({ =1, 2, 3).
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e tenendo conto delle relazioni
(4) 930 = p3[3U, ,  9[0; = — pa; 3[3U, + 3/3U,,

puo essere scritta sotto forma di un sistema iperbolico quasi lineare del primo
ordine del tipo @

(S) ut+Ai<u)ui=O (2.2132:3)
con '

@ LY b
) u= A":l @Aty

vj — 00 pa; O

) at = FifU, , & = aFiaU;.

Ovviamente, il sistema (5) pud essere posto sotto forma conservativa in
quanto A? si pud esprimere come un gradiente cioé:

Fi

) Ai=Vr' ; V=(/D,3mw) ; ﬁ=l .
— &, U,

essendo Fi=Fi(U,(D,v,;),v;).

Siccome il sistema (5) & iperbolico la matrice A, = A?#n;, che & quadrata
di ordine 4, deve avere gli autovalori reali ed i corrispondenti 4 autovettori,
destri e sinistri, devono essere linearmente indipendenti. Cid che ci propo-
niamo di indagare & sapere se il sistema (5) ammette una legge supplementare
di conservazione con densitd di energia convessa del tipo

(9) 8,/z+35}t"=0.

Com’e noto [1], [2], se D indica la matrice le cui colonne sono formate con
i vettori destri di A,, una condizione necessaria e sufficiente affinché la (9)
esistal & che

(10) (DD)™ = H ()

risulti indipendente da n. Nella (10) > indica l'operatore di trasposizione
ed H una matrice quadrata simmetrica e definita positiva. Tale risultato
ottenuto da G. Boillat in [2] vale in generale per i sistemi quasi lineari del
primo ordine di tipo iperbolico in uno spazio a un numero qualunque di
dimensioni. Le quantitd % ed 4% che compaiono nella (9) sono date da

(11) H = VVZ
(12) kb= Vhfi — gt
(13) . Vei=fiH.

(2) Osserviamo subito che per ritenere il sistema (5) equivalente alla equazione (1)
_ bisogna imporre 'ulteriore vincolo 3;z; = 9;¢;.
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2. Allo scopo di costruire la matrice H (u) che compare nella (i0)
cominciamo col determinare gli autovalori e gli autovettori destri della ma-
trice A, che, dopo la (6), risulta definita da

e e

—on PR

dove b, = (bin,), a, = a*n; e ® rappresenta il prodotto tensoriale. Dopo
facili calcoli si ottengono le seguenti determinazioni per gli autovalori di A,

(15) QA NG (en+ an) IIZ Ve? (O;n+an>2~49 onn

5 g = by,

In corrispondenza alla radice doppia A = o si hanno i seguenti due autovet-
tori destri

a - Wy

H
I
(16) d{” = ‘ ;o dY =

a-wl’
|

con ® w,-b, =0, wy'b, =0 e w,/\ w, 70, mentre, in corrispondenza a
A=A e A =2 si trova, rispettivamente

wy wy

(I7> d3(+) ~ 1 Yon : d4(__) — 4, IP"z Ynn

n n

dove 4, € £, sono due parametri arbitrari e valgono le posizioni:

(18) b= AP —pa) , =D —pa) , Yan = bun— 0y on -
In virth della relazione

(19) DD = z:‘,l d; d;

tenendo conto di (16) e (17), nel caso in esame, si trova

Pt
t T

o

(20) DD =

dove si & posto
2= (i A + 2 A) Yo+ (@ @) + (¢ wy)?

(21) t = (AL + 12 £D) Yon 1+ (@-w0r) wy + () wy
T = (4 + #) non + w,@w, + w,Qw,.

Per imporre la condizione che DD risulti indipendente da n basta richiedere
che le quantitd p% ¢ e T, definite dalle (21), risultino funzioni. della sola .

(3) ° e A indicano, rispettivamente, il prodotto scalare e quello vettoriale.
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variabile ». Dopo tale richiesta, moltiplicando la (21); per « e sottraendo la
(21), si ottiene

(22) Ta—t= {(ki + éé) oy — (g A1+ 2] 'ég) Yan} 7
e dovendo essere il primo membro indipendente da n vale la condizione
<23> (an — Ynn) 'éi + (an — e Ynn) 'ég = 0.

Inoltre, moltiplicando la (21); a destra e a sinistra per « e sottraendo
la (z1), si ottiene

(24) aTa— p? = (ag— 113 Yon) 43 + (08 — 3 Y2n) 45 -

La (23) ci consente di esprimere la ¢ nella forma

(25) t="Ta
mentre dalle (23) e (24) si ottiene

2 | 2 pldTa—p%
(26) k- fy = G

in quanto p, Uy = 1/pYny. Dopo la (25) la matrice DD, fornita dalla (20),
diventa

P Ta

v

(27) DI =

Ta T

Per costruire la sua inversa cominciamo con l'osservare che la (21), molti-
plicata per b, dopo la (26) fornisce

(28) Tb, = p(@Ta—pHn

che dovendo valere per ogni n comporta

(20) TB = (@Ta—p)1 , B=[8)|I=]5|.

dopo la (29), tenefxdo conto della (25), si trova agevolmente la seguente
espressione per (DD)%:

I — 1

(30) (DD>—1 =T ; 1/n = p*—daTlea.

—a @ I'p
! P

3. Le relazioni (10) e (11), dopo la (30), si traducono nel seguente
sistema differenziale per la /4: ’

K Rh[oD: =x

) 9211/9(1) a‘Ui = -— T

(31)

. I ,;
Phjov; v, =7 {oci o — a’ ak—~;6},} .
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I sistema (31) scritto nelle variabili originarie U, e U, tenendo conto delle (3)
e (4), si presenta sotto la forma

‘ 3/3U, (p3%/0U ) = =Je
(32) - 3[3U; (p04[3U,) = o
( 3foUy, (043U ; — pok[oU - 0F [aU ;) = — 3/aUy (F; nfp) .

dalla (32), segue subito che deve essere

(33) p34[aU, = ¢ (U))

quindi, dalla (32), si ottiene

(34) mle = (U)).

Integrando la (32); e tenendo conto di (33) e (34) si ha
(35) ' Fi = ¢3F/3U;— 92/3U; + ¢* (U .

Inoltre, dovendo essere per ragioni di simmetria 9F¢/oU, — 3F¥/aU, = o,
segue l'esistenza di una funzione & (U,,U,) tale che

(36) Y Fi = azjou;.
Inserendo la (36) nella (35) e integrando si ottiene
(37 L ={F—7%+¢U;+¢Uy.

Allo scopo di determinare 4% cominciamo a scrivere il sistema differenziale
cui soddisfa g indicato nella formula (13) che dopo la (8) e la (30) diventa

o0 = n {F* -+ U, o;}

(38) | . . I i .
‘ Qg’/avk = T {———' Fe oy, +Ut —5- ék -+ atoy, — o OC]C)

tenendo presenti le (3) e (4), nelle variabili originarie si ha

(39) 3*oUr = U3 (4" F)/oU,

che integrata dopo aver tenuto conto di (33),(34) e (35) fornisce:
) £ = U, QOFJaU; —4foU) + [ ¥/ 4 (U du,.

Infine, tenendo conto dell’espressione di f fornita dalla (8), si trova
(41) Vi fi = 34[3® Ft— U, 04/3v; .

Scrivendo la (39) nelle variabili U, ed U;, ricordando la (12) dopo
la (40) si ottiene

(42) VAR ¢Fi—f¢' ¢t dU,.
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Osserviamo che la derivata di & rispetto a U,, dopo la (37) & data da:
43) U, =¢'F + 4" U; + o',

possiamo, in definitiva, affermare che assegnata la funzione ¥ (U,,U,) ¢
fissate le funzioni arbitrarie ¢ (Uy),di(Uy) e ¢ (U)) restano determinate la
equazione di campo (1) e la legge di conservazione supplementare (9) che,
dopo (35), (37), (42) e (43) diventano:

w b el -

9
R L nilr
+:>{¢, a—j—~f¢’4ﬂdU}_o

Nel caso particolare in cui ¢ = U,, ! = cost. e ¢ = cost., le equazioni (44)
e (45) si particolarizzano nella equazione di Eulero derivante da una lagran-
giana £ con la legge usuale di conservazione dell’energia:

(46) % (L) + % (Ly,) =0
(47) 3 (U Py, — %) + % (U #y) = o
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