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Analisi matematica. — Stime in norme tipo Hardy dell’ operatore 3
e leovemi di scrittura per le funzioni di #v in domini strettamente

pseudo—convessi di C». Nota® di PaoLo DE BarTOLOMEIS, presentata
dal Socio G. Zappa.

SUMMARY. — We study “ Hardy-like” growth of the solutions of the d-problem in
strictly pseudo-convex domains in C" and .we give a scripture result for functions in J£7?.
The proofs of the statements announced here will appear elsewhere.

Lo studio degli spazi #7 di Hardy di piut variabili complesse ha assunto
negli ultimi anni sempre maggiore importanza per I'indagine da una parte
sui valori al bordo (cfr. per esempio [1] e [8]) di certe classi di funzioni olo-
morfe, dall’altra in stretta connessione allo studio fine degli zeri di tali fun-
zioni (cfr. per esempio [2]).

In questo lavoro si da una stima della crescita al bordo tipo Hardy delle
soluzioni C*® del 3-problem oz = F sui domini strettamente pseudo—convessi
di C* e da questo si deduce la nullitd di certi gruppi di comologia del «fascio
delle funzioni di #7». '

Le dimostrazioni dei risultati contenuti in questo lavoro sono in corso
di pubblicazione.

I. LA FUNZIONE NUCLEARE DI HENKIN

In tutto il corso dell’esposizione D sard un dominio limitato di- C* stret-
tamente pseudo—convesso a frontiera C* i.e. 3D dominio di C* contenente
D, 3,eC”(®D,R) tc:

&) D={zeD|p () <o0};

6) 3ep>0 tc. se V(e ={2eD||p(@) | <) p & strettamente
plurisubarmonica ed ha gradiente sempre diverso da zero su

Ve .
porremo inoltre Dy = {z¢€ D | p () < — 3}; le altre notazioni sono quelle
usuali: fra queste, A({) sard la misura di Lebesgue e dato U aperto, @ (U)
indichera ’algebra delle funzioni olomorfe su U e A (U) I'algebra delle funzioni
continue su U e olomorfe su U. Uno degli strumenti principali del nostro lavoro
& costituito dalla formula di rappresentazione integrale per le funzioni olo-
morfe in domini strettamente pseudo—convessi di C* data da Henkin [3]:
ne useremo una versione leggermente migliorata, secondo il seguente enun-
ciato:

(*) Pervenuta all’Accademia il 18 agosto 1976.
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TEOREMA 1.1. 30>0 te. 3P (2,0 eC® (D_sxXV B), C) detta funzione
nucleare, olomorfa in z e t.c.

O, =0 Lm_
() <e® |
per cui

@) vale la scrittura

@Y= 3 E— PG,
con

P;(z,0eC™ (D_SX’V @, 0 olomorfe in z r<i<gn

b) vnejo, 3[ Ve AD,) vale la formula di rappresentazione inte-
grale: ¥zeD,

o (2D o G, 0) B
fo=Y=2 ff@ L @»;Jf©H<,on@Q

dove

P, 0) =@ (0, P(z,0) , w@=4df - dg,,

o'(n) = ,Zl(—‘ I)i_lmdyh a;)i oo dyy,.
==

2. RAPPRESENTAZIONE INTEGRALI E NORME PER GLI SPAZI DI HARDY

; Si considéri la famiglia di sottospazi vettorlah di 0 (D) degli spazi di
Hardy:

se 1 < p <Coo:

# @) ={reo® s [1/Pos) <+ o
. Oge<e D

HC D) ={fe0 ®) | / limitata}
dove ¢ € una costante universale t.c., se 0 <e¢ < g

@) Tapplicazione =, : 9D, — 3D determmata dalla normale esterna &
un dlffeomorﬁsmo :

6) su D, vale la rappresentazione integrale precedentemente descritta;
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& noto che questa € una buona definizione nel senso che non dipende dalla
funzione frontiera scelta; :

per prima cosa si osserva che se, data fe #?(D),1 < p < co,Vee]o,g[
si pone f (2) = f (77 ' (2)), dalla definizione stessa di #7? (D) segue subito che
{ feboce<z & una famiglia di funzioni definite su 9D, limitata in L (8D) e quindi
debolmente relativamente compatta: pertanto 3(c,),en, successione di elementi
di Jo,z[, 3¢ € L (D), che chiameremo un’aderenza debole per f, t.c. f;, — g;

adesso & possibile estendere la rappresentazione integrale di Henkin
alle funzioni di #7? (D), 1 < p < oo; piu precisamente si ha la seguente:

PROPOSIZIONE 2.1. Sia fe #?([D),1 <p <oo:3gel? (D), aderenza
debole per f, t.c.

veeD /@)= [s@HE Dow@.

oD

Nota: & noto (cfr. [8]) che se fe #? (D), p > o, f ammette quasi ovunque
su 3D limite non tangenziale e tale limite & un elemento di L7 (9D); I'Autore
si propone di investigare in un prossimo lavoro i rapporti fra tale traccia e
la rappresentazione integrale di Henkin.

Si pud introdurre adesso una famiglia di norme su #?(D): se n€]o, ¢[,
porremo, comprendendo in senso ovvio il caso p = oco:

} 1/p
1/l = oi‘ii’n(a Df P cs<dz>) :

mediante la rappresentazione integrale & facile vedere che tutte le norme
cosi introdotte sono equivalenti: inoltre, se si considera una nuova famiglia di
norme su 7 (D) data da:

nelo,zl M/ Mw = max (Il lowg oI lom) s

si ottengono ancora norme tutte equivalenti alle precedenti; norme di quest’ul-
timo tipo sembrano essere un buon analogo, per le funzioni C* (D, C), delle
norme alla Hardy; piui esattamente introdurremo:

@, = {rec®, 0l sup [1£ P <+oo);
7 oe<s ,
si osservi che tali spaii dipendono dalla funzione 'frOniiera p. scelta (si ricordi
come nel caso delle funzioni olomorfe o armoniche I'indipendenza degli spazi
o#* (D) -dalla. funzione frontiera. si basi sull’esistenza di nuclei riproducenti);
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in #° (D, p) le || llpn sono soltanto seminorme e le || |||, non sono equi-
valenti al variare di w; & chiaro, inoltre che gli elementi di .#% (D, p),
I < p < oo, ammettono aderenza debole, non certamente univocamente
determinata, su 9D e senz’altro se g & un’aderenza debole per f e .47 (D, ¢),
g lezeny < It f lp,m -

3. IL 3~-PROBLEM NEGLI sPazI 4% (D, p)

Indicheremo con %, , (D, ) lo spazio delle (r, s)-forme a coefficienti
in #”(D,p) e su di esso in modo naturale considereremo le norme ||| |||, m
come il massimo delle norme di tale tipo sui coefficienti: ci proponiamo di
studiare il -problem 3% =F con Fe.#%,,(D,p) e 3F = 0; seguiremo
la tecnica della maggiorazione a priori, considerando prima il caso regolare:

se FeCy, (D,C) e oF = o, Henkin in [4] ha costruito la soluzione
esplicita del 3—problem 3% = F: per #» = 2 (caso che seguiremo per sempli-
cita di calcoli, osservando che le tecniche usate si generalizzano immediata-
mente a dimensione qualunque) tale soluzione esplicita ¢ data da:

- 1! (A G =+ ) G—5)

(2,0 (Cz — E)— (2, 8) (Cl Zy) = =
f c——z 12 ® (2 , C) [fl (Q dg; + /2 (C) dC2] dg, dC2}

dove evidentemente @ (z,8) =2,(2, ) — %) + 20, D (E—1TC)

funzione nucleare;

adesso, se f & una funzione misurabile su D porremo

L[] = 4‘“2]5/ LOE=D a i=1,2

se g & una funzione misurabile su 2D porremo

_‘ I ﬁ1(3,C)(zz—'Ez)”‘fz(Z’O(Zr—‘%) G
1\/‘[1[g](2>""‘ 47't2f IC-—ZPq’(zyC) - g(OdC’LdCldc2

i=1,2
ammettendo, come naturale in entrambi i casi il valore -+ oco; & chiaro che
2 .
in tali notazione: # (2) = 2 {L; [fi] + M; [fi]} (&)
‘ =1

il primov passo, e questa & la parte pili complessa, consiste nella stima
della continuitd degli operatori L; nelle norme ||| ||lm: in questo senso si
ottiene il

3. — RENDICONTI 1976, vol. LXI, fasc. 1-2,
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LEMMA 3.1. Vp 1<p<oo,V¥n,nelo,z[ zc % >n,3K,=
=K, (|n—n']) costante t.c. Nfed”D ,0) ||Li[f] llom <Ky (n—2")
1S Ne,an -

Analogamente si ha il
LEMMA 3.2. Vp 1<p<oco,Fy>o0 tc  VfelP (D)
M [T llp,m =< 1l fllsep -

si verifica subito che questi due risultati forniscono una stima nelle norme
Il lllwm della soluzione esplicita alla Henkin del 3-problem &%= F nel caso
regolare in cui FeCf,, (D, C); il passo successivo & quello di estendere tali
stime al caso generale Fe /% ,,(D,p) 1 <p <oco:

sia, dunque, Fe /51, (D, p) 1 < p < oo, 2—chiusa, F = f, d, + f, d3,:
siano f; e f» aderenze deboli di f; e f; rispettivamente su 3D:

2
se u(2) = 3, {L;[fi] + M;[fil} (2) si ha subito, come maggiorazione
=
a priori, in virth dei risultati precedenti che
va, ' elo, gl te ' > (% lllgm < K" dn—a" DIl F lllgan;

sia adesso, V€N ,¢, € Jo,g[ e

. 1
iy (3) = 4 72

C—z

£G0G=R—hE DGR g e d
+aﬁ[ [—2)P®(z,0) [/1(©) d& + /2 (©) d&] A& Cz}

i, ¢ una soluzione C* del i-problem su D, ox = F: ponendo

S %y, (2) se z€D,,

o] se z¢ D,

si ha che, per un’opportuna scelta della successione (g,)nen, #, — % unifor-
memente sui compatti insieme a tutte le derivate: da cid segue che
ueC®(D,C) e ou=F; si & pertanto ottenuto il seguente

TEOREMA 3.3. Sia D < C* un dominio limitato strettamente pseuwdo—con-
vesso a frontiera C* ¢ Fe My y(D,p),1 < p < oo, ~chiusa: Jue M°D , p)
che & soluzione del >—problem su D su=TF e che soddisfa alle seguenti stime

Vo, €lo,eln >n: e llomw < K (n—2"DIIF llgm

essendo K3 (|1 —mn']) costanti indipendenti da F.
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4. NULLITA DI CERTI GRUPPI DI COMOLOGIA E TEOREMI DI SCRITTURA
PER LE FUNZIONI DI 7 (D)

Sia 1 < p < oo: si puod definire su D un fascio di gruppi &#®
seguente: '

nel modo
dato U aperto di D, si pone

0 (U) se UcD

L¢(23) —
) I :feLp(U)lf ¢ olomorfa in U N D e sup f PP 6e(de) < + oo}
0<e<2
. aDeNU se U ¢ D

il prefascio cosi definito € canonico e ad esso si associa in modo naturale un
fascio che sard appunto.#?; si osserva subito che: H°(D, SN — P (D);

con tecniche abbastanza canoniche (cfr. per esempio [51, opp. [6])
dall’esistenza di soluzioni del 2-problem in 4% (D, p) si ottiene:

LEMMA 4.1. H'(D, &%) =o.

E, sulla base di questo risultato agevolmente si dimostra il

TEOREMA 4.2. (di scrittura per le funzioni di #? (D)), sic De< C? un
dominio limitato strettamente pseudo—convesso a fronmtiera C™

e z°=(z‘1’,zg)eD:er%”(D),I<p<00, 34, e #" (D) te. VzeD
F@ =S+ M@ (@—2)+ /a(2) (6 —2) .

Vogliamo concludere osservando che, applicando le tecniche fin qui
usate ai nuclei di Qvrelid (cfr. [7]), & possibile affrontare con risultati del
* tutto analoghi il 3-problem éx = Fcon Fe #} , (D, p),1 < 2 < oo e quindi
la generalizzazione, mediante risoluzioni canoniche del fascio ¥, del Teo-
rema 4.2. a dimensione qualsiasi.
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