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A nalisi m a te m a tic a . —  U n p r in c ip io  d i m assim o p er  la soluzione  
d i u n  equazione ellittica omogenea non lineare . Nota II di F r a n c e s c a  

R olandi e A nna Z aretti presentata (**> dal Corrisp. L . A merio.

Summary. — The proof of Theorem 3 stateci in Note 1 is given.

3. In questa Nota si dimostra il Teorema 3 enunciato nel § 2 della Nota I. 
Sia g  una funzione fissata (che verrà precisata in seguito) tale che:

(3.1) g e  H2 (1) ; g  (x ) =  9 (x ) Per F.

Si ponga poi: v =  u — g  nella (2.1); si ottiene:

( A ( v  + g )  +  (v + g )  \v + g  \ , h  —  v —  g)h2 > 0  \ f he  K.

Trovare una soluzione u del problema (2.1), (2.2) equivale a cercare una 
funzione v tale che:

(3.2) (Av +  (v + g )  \v + g  I +  A g J  —  v)L2 >  o V /e K '

(3 . 3) v e  K 'f ìN o

ove K ' è Finsieme chiuso convesso di L2 così definito:

K ' =  {w I w €  L2 , w  =  v — g  , v e  K}.

Per dimostrare il Teorema 3 è essenziale premettere i seguenti lemmi:

LEMMA i* Detta p (x) la distanza d i x  da T esiste Vs >  o una funzione  
X g C2 (£ì) tale che\

I I in un intorno (dipendente da s) di T 

I o se p(x)  >. e~lls.

Per la dimostrazione del Lemma 1, cfr. [ 1 ].

Lemma 2. S i può trovare una funzione g  (x) soddisfacente le (3.1), tale che\

. (3 • 4) I Cf \v +  g  1 »L 2 I <  Ï! Il V Uh1 +  Ï2 II v Uh1 VY1 » Yss >  o.

(*) Istituto di Matematica del Politecnico di Milano. Lavoro eseguito nelPambito 
dell’attività di ricerca del G.N.A.F.A.

(**) Nella seduta del io  giugno 1976.
(1) Si osservi che in questo § si porrà:

N =  N (Q) , N0 =  N0 (Q) , U  =  LP (&) , H1 =  H1 (Q) , H2 =  H2 (fì).
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Infatti posto: g  (x) =  X (x) 9 (x) si osserva che con tale scelta della g  si 
soddisfa alle ( 3 . i ) (2).

Inoltre risulta:

I te  1 »+<?!, » V H I X9 J v +- X91 vd£l 
J

< c x 1 d û
IJq

Q Àe-V*
I v ,-j- X9 |p d£ì

i/p

J \v f  d û
1 Iv
<  Q ( e )  ||.^+x<p ||i> U ? ||l* < C2 ̂ (e) (Il ||lA+ Il ^9 IMI'P M  <

<  C2 <]/ (s) (C3.ll v 11^1+ C4 (®) Il ^ llHi) <  Ti II v ll^i +  T2 II v Uh1

<Ke) = f  d û
1 la

, <pi (s) = J  d û
p < e  — 1 / s

ijp\
)  > P < :

2 n 2

T  +  9 ~ 1'

Il Lemma 2 è cosi completamente dimostrato.
Si è ora in grado di dimostrare il Teorema 3.
Sia ß (v) = v  — P K' v (essendo P K' v =  v — (v +  g  — M)4 — (v + g +  M)“ 

l’operatore di proiezione da L2 in K ) (3) un operatore di penalizzazione relativo 
a K ' e si consideri la seguente equazione penalizzata associata alla (3.2):

(3.5) A ^e+  (ve +  g) \vt +  g  \ +  —  ß (»«) +  A f  =  0 q.o. in Û.

In primo luogo si dimostra che Ve >  o esiste vs e N 0 soddisfacente la (3.5).
A tale scopo si indica con {/j} il sistema ortonormale di autofunzioni 

relative all’operatore A e con {X̂ } gli auto valori corrispondenti. Risulta:

=  X̂ (/^, À)La V ^ e H j .

Per le ipotesi fatte il sistema {lj}. è completo in L2 e N 0 (cfr. [2]). 
Posto inoltre: n

Vnz — 2 ) Xjns Zj- 
1

si ha: *
A.Vnz =  Xj Xjnz .

i - 1

Si consideri ora l’equazione approssimata associata alla (3.5):

(3 -6) ( A ^ +  (»«s +  ̂ ) I Vm+ g  |+  — ß C»ne) +  A f , /j)L2 =  0 V j=  1,2,

(2) Si osservi che si potrebbe pensare di prendere =  9; tuttavia, come apparirà chiaro 
nel corso della dimostrazione del Lemma 2, è essenziale che g  non coincida con 9.

(3) Si ricorda che:

(v+g — M)+ = /
\

v + g — M se v Jrg >  M 

se

/  c se v+ g> — M 
(*+£•+ M ) - = (

■ \^ + ^ + 'M  se v + g <  — M .o
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Per dimostrare resistenza di una soluzione della (3.6) si sfrutta il seguente 
Lemma (cfr. [3]):

Lemma 3. Sia  5 -> P (5) uri applicazione continua da Rn in se ed esista 
un p >  o opportuno tale che\

P . ( S K > o  : |É)  =  p
ove-. n

con j 1

l  -  & } » *1 =  t r ì .

Esiste allora \  tale che\ P (5) .== o con | 5 | <  p.

Per applicare il Lemma 3 si associ ad ogni vettore Ee == e la 
funzione: n

Vnz ŝjs
e si ponga: jz=1

p ( y  =  { ^ j
ove:

V}jz == (Az l̂s (Pm ~i~ g') I ^nz ~f~ g  | ~\~ ~~~ ß (Pnz) A^ » ^j)lß •

Risulta allora:

d) P (50 • 5S =  2  *)* %j* ^
j=1

=  ( AVns +  (vnz +  g) I Vnz +  g  I + --- ß (vne) H" > vm ) >  O\  £ /  L2

purché J] vm 11̂1 sia sufficientemente grande. 
Infatti, tenendo conto che:

(ß .(Fm) , Vnt)L2 >  G e Ons | VM +  g  | . L2 >  O ,
si ha:

^Az/we Jr (vnz g) I vnz 'd g  I +  — ß (pns) ~d -Ag ^

>  (a — Ti) Il vnz Uhi — Y2 II vnz ||Hi — I) Ag  ||l* II vnz ||L2 >

>  (a — Yi) Il vm Uhi — C2II vM ||Hi >: o 

per Tarbitrarietà di Yi e Ï2 e se

b) L ’applicazione 5s-> P (5s) è continua da R” in sè.
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Infatti T applicazione:

-  ( a  (  j g  S* / ;)  +  -  ß ( È  / ,)  +  A* ,

è continua sulla base {/,} poiché gli operatori A e ß sono continui sui sotto- 
spazi a dimensione finita. Inoltre l’applicazione:

'-5JÎ ■ S W i + g ] Z i1
'i* 1}

è ovviamente continua sulla base {/;-}.
L'esistenza di una soluzione della (3.6) è pertanto assicurata dal Lem ma 3 

tenendo conto delle a), 3).
Moltiplicando ora la (3.6) per Xjm e sommando, si ottiene:

(3.7) \A-V„S + ( v ns+ g ) \ v ns+ g \ + ~ $ ( v m) +  A g  , v m ) = 0 .
\  s / l2

Ricordando la (1.2) e la (3.4) si ottiene:

a II vnz Uh1 — Tl II ^ns Uh1 “I“ T2 II vm Uh1 “f" Il ! Il2 II vm IIl2 

da cui, per l’arbitrarietà di y l9 segue che:

(3.8) Il vnz ||Hi <Ç cost (indip. da n e da s)

(3-9) -~ (ß  (Pnò > ^ns)L2 <  cost (indip. da n e da e).

Per la 1(3.8) è allora possibile estrarre dalla successione {vne} una sottosuc­
cessione, che si indicherà ancora con {z/ne}, tale che:

(3-IC0 lini vns=  i)z nella topologia debole,
n-> 00

(3• i O lim ß (Pnz) — lini (vnz ~  Pk ' vn̂ ) ~  ß (vz) nella topologia forte.n-> 00 n-> 00 L2

Ricordando inoltre che vnte H j Vn , Vs risulta che:

(3-12) g H j .

Occorre ora far vedere che A vs e  La. A tale scopo posto:

n
ß tym) y*jns
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moltiplicando la (3,6) per e sommando si ottiene:

(3 -13) (A  (vm +  g) +  (V„ +  g) j Vnz +  g  I +  — ß (»«.) , ß Ke) j L=  O .

Si osservi ora che, posto:

D+=  { x \ x e  Q., z'hs'O’O >  M}

Q T = { x \ x e X l f z/ws (j)  < — M}

0 ° =  {x  IX e £2 , I vns (x) I <  M } 

ricordando le ipotesi fatte sull’operatore A, la scelta dell’operatore ß e che:

vm 0*0 +  g  — M =  o se x  e a£2+

vm 0*0 +  g  +  M =  o se x  e aQ”
risulta:

(3 • 14) (A K * +  g) , ß K *))L a =  f (vM + g —  M) A (vm+ g )  aTQ+4-
Q +

+  J (P m + g+  M) A (vm + g ) dQ r  ^  j  2  ('Vnz aii W - d£ì+ +
Q- Q + l,J 1 3

C »**4 s a"f" J äJT £) aiJ 7̂7 (̂ws + g) dQ> > o .
Q“ 1,3 1 3

Dalla (3.13) utilizzando la (3.14) si ottiene successivamente:

— 11 ß (?M) Hj 2 <  11 Vnz + g \\l* Il ß ( O  llL2

(3.15) —■ Il ß (vw) Il a <  cost (indip. da n e da s).
£ 1-1

Moltiplicando ora la (3.6) per — 7̂  Xjœ e sommando si ottiene:

(3 •16) Il Avm ||*2 +  (K e + ^ )  I vm +<§" I » AyftS)L2 +

4~ — (ß Ke) , a  (vnz 4-g ) —  A<?)l 2 +  (A^ , A»bs)l 2 =  o.
£

Tenendo conto delle (3.14), (3.15) si ottiene dalla (3,16):

Il Az/ns |j*2 <  Il vm +  g  ||*4 II Avm ||La 4- -i- Il ß Ke) llLa II Ag- ||La 4~ Il Ag  ||La || Avm ||La



28 Lincei -  Rend. Se. fis. mat. e nat. -  Vol. LXI -  Ferie 1976

da cui:

(3-17) !|A*wIIl . <  cost (indip. da n , s)

e quindi dalla successione {Avns}  è possibile estrarre una sottosuccessione, 
chiamata ancora {A^ws}, tale che:

(3.18) \ ì mAv hZ~ A v z nella topologia debole.
n-^00 L2

Per le (3.12), (3.18) si può concludere che:

^se N 0.

Rimane da dimostrare che tv  soddisfa la (3.5).
Tenendo conto delle (3 . io), ( 3 .11), (3.18) e passando al limite per n 00 

nella (3.6) si ottiene:

(Av& +  (vz + g )  1 vt +  g  I +  ß (vt) +  A g  , l}\ 2 =  0 V/

cioè la (3.5).
Si osservi ora che, per le (3.8), (3.17), dalla successione {vs} si può estrarre 

una sottosuccessione, indicata ancora con {vs}> per cui risulti:

( lim vz =  v
\ e->0 H1

nella topologia debole

(3 • 19)
1 lim A vz Av
A e-»0 L2

nella topologia debole

da cui:

(3-20) v e  N 0.

Per dimostrare che v e  K ', si osservi che dalle (3.19) segue:

(3.21) lim ß (vz) =  lim (vz — P K' vz) =  v — P K' v =  ß (v) nella topologia forte.
ò >0 s->0 L2

Inoltre dalle (3.9), (3.21) si ottiene:

(3 • 22) • lim (ß 0 S) , zOL2 =  0 =  (ß (w) , v ) t =
s->0

=  (v —  Pk ' V , v \ ì  =  ( v ~ P K, v , v  — P K- v)l 2 +  (v — P K' V , P K' v \ i  >  

Sì II v — p K' v \\2h2 — Il ß (v) II* a

essendo (v — PK, v , P K< v)Lz >  o per una nota proprietà degli operatori di 
proiezione. Si può quindi concludere che || ß (v) || =  o e quindi che:

(3 -23) V€ K ' .
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Valendo le (3.20), (3.23), v sarà una soluzione del Problema (3.2), (3.3) 
se si mostrerà che v soddisfa la (3.2).

Moltiplicando scalarmente la (3.5) per /  — vz (ove /  è una generica fun­
zione di K') ed osservando che:

(ß (O  . I — 0 L2 — (ß 0«) — ß (0 , I — ^e)L2 <  O
si ottiene:

(3.24) (Avs +  (ve +  g) I vt + g  I +  A g  , /  — vs)h2 >  o V / e K ' .

Ricordando le (3.19) e che l’immersione di N 0 in L 3 è completamente 
continua, passando al limite per e ~>'o nella (3.24) si ottiene la (3.2).

Il teorema di esistenza è cosi completamente dimostrato.
Rimane da dimostrare l’unicità.
Siano vx e v2 due eventuali soluzioni del Problema (3.2), (3.3); vx e v2 

soddisfano allora rispettivamente le disequazioni:

(Avl +  (v, +  g) j v1 +  g  I +  Ag , / — ^ ) l 2 >  o V ie  K '

-Av., +  (v2 +  g) I v2 ; g  I • ì A g  ,1 — v2)hn > 0  V /e K '.

Ponendo /  =  v2 e /  =  vx> rispettivamente nella prima e nella seconda dise­
quazione, w ~  vx —  v2ì sommando s io t t i ene  successivamente:

(A w  +  (v, + g ) I vx +  g  I — (v2 +  g) I v2 +  g  I, w \ ì  <  o

« Ilw Uh1 +  (w I v\ -I-g  I » «')L* <  I (SANA' S) (I +  £ j — R -f g  I ), «OL2 ^  IIw IIl2 •

Ne segue che w  =  o.
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