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SEZIONE 11
(Fisica, chimica, geologia, paleontologia e mineralogia)

Fisica. — Swu alcune propriets di wun’estensione alle differenze
Jfinite dell’equaszione di Schridinger. Nota di EL1o GANOUTAS, presen-
tata  dal Corrisp. P. CALDIROLA.

SUMMARY. — The mathematical properties of a finite difference equation derived by
introducing a fundamental time interval in the Schrddinger equation are studied.

Its physically acceptable solutions form a subspace of the Hilbert space.

This equation is applied to a free electron and~some peculiar properties are elucidated.

I. Recentemente la necessita di introdurre nella teoria delle particelle
elementari un intervallo di tempo fondamentale 7,, ha portato Caldirola W
a generalizzare I'equazione di Schrédinger nella seguente equazione alle dif-

ferenze finite:
To) ' __Te
¢ (t+ 7) ¢ (t 2

To

) =Hy(®.

(1) %

ove H ¢ il noto operatore Hamiltoniano. Di tale equazione sono state discusse
alcune interessanti conseguenze immediate. Le sue soluzioni fisiche per un
H indipendente dal tempo sono sovrapposizioni di soluzioni stazionarie del
tipo

(2) U () = 2 exp‘ [—-—z' (% arc sin fg’) 1] .

essendo Hu, = w-u,,.
Consideriamo ora un’equazione differenziale
. . 34) -

3 ih o ¢

e cerchiamo di definire 'operatore fI in modo che le precedenti soluzioni,
siano soluzioni anche di questa. '
Dalle (2) e (3) si ha

. . 2 . ZUTO . i . w’fo .
zﬁuw[ z (T—oarcsm Py )] exp[ (’fo arc sin — )t]—
_ L . - 2 . WTy
= Hu,,-exp [ (—To arc sin Y ) t]

(*) Nella seduta del 10 giugno 1976.

(1) CALDIROLA P., On the introduction of a fundamental interval of Time in Quantum
Mechanics, in « Lettere Nuovo Cimento », 16, 151 (1976).
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cioé

27 . WTy
@ —;uwarcsm 2ﬁ-—H Uy .

Da questa segue la definizione dell’operatore H da introdurre nell’equazione (3)

®) IjIELﬁarcsinzT—;f-I.

0

2

Applicando ora H su un’autofunzione di H » Uw, sl ha
PP

] 2 ﬁ . Tow
H¢, = — arc sin . :
.z To 2% e 5

quindi deve essere

©)

ToW
2%

‘ <1.
Sviluppando la (5) in serie di potenze si ha
T Zﬁ 5 I 7o\’ 3 -3 5 ]
H= Ty [2ﬁH+z-3 (Tﬁ)H+2-4'5(2iz H+
percio, essendo H un operatore autoaggiunto, lo & anche I'operatore H. L’auto-

aggiuntezza di H assicura la conservazione della norma delle soluzioni della
(3) e quindi linterpretazione fisica di queste.

e 2% . . ST
La limitazione ]w]ﬁT indica che, tra le autofunzioni di H, sono
o :
autofunzioni anche di H solo quelle che corrispondono ad autovalori soddi-

sfacenti la (6). :

Le soluzioni della (3) formano un sottospazm & dello spazio #2(R,) di
Hilbert, sotteso dalla autofunzioni di H.

Per ragioni di consistenza occorre associare all'osservabile A, non I'ope-

ratore A, costruito usualmente (x—>x— , _p-—>——-z;% grad) ma lopera-
tore A = PAP, essendo P il proiettore ortogonale in <.

2. Considerando J€ & e quindi Py = ¢, vale la seguente relazione:
) () = (A);

si ha infatti

(b, PAP) = (Py, APY) = (¢, Ay).

Essendo inoltre:

® [A,f]=P[A,f]P,
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ne deriva la relazione notevole:

© (A) =5 (A, 7).

— 2
In particolare per la posizione (A = x) della particella libera (w = 2‘%) si ha

2 / 2
) - = 2_ﬁ To P N
(x E \[ arcsm(Z;2 zm)]//"

P/m
QV :
47 4m2
in accordo con il risultato ottenuto da Caldirola col metodo della fase stazio-
naria.

Dalla (9) si deduce che le costanti del moto sono quelle osservabili A,
tale che A, l'operatore ordinario associato, commuta con H e quindi con H.
Pertanto 1l costanti del moto sono le stesse della teoria ordinaria.

Si sottolinea il fatto che la limitazione in un sottospazio dello spazio di
Hilbert e la definizione di operatori A diversi da quelli ordinari, derivano

dall'impossibilitd di considerare intervalli di tempo arbitrariamente piccoli.
P A p p
Per questi nuovi operatori A 5 A si ha la relazione:

[A,B] #[A, B].

1o£_ <1,
4m.

3. Nel caso della particella libera (w = —Zp—) dalla (6) si ha

per cui

(10) lp1< |/ﬂ.
To

In particolare la (10) comporta che la soluzione generale ® della (3), ¢ (x ;)
sia data dalla:

Amh
' [Ex—uz(p)t]
(11) q;(x;z)=f a(p)e'” dp
_|fAmA
con
(12) w(p):%arcsin f:n‘zz .

(2) Per semplicitd considereremo il caso di moto unidimensionale (4 = £,).
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Nella (11) I'integrale ha limiti finiti. Esso pud essere estesa da — oo a 4 co
introducendo per @ (p) una funzione a supporto compatto, per cui

a(p)=o0 per p est (———Vﬂ ) 4mh )

To . To

Ne consegue in particolare che la norma della funzione dello stato inziale
|4 (x;0) | non pud essere una gaussiana.
La relazione (10) implica che non esiste un pacchetto d’onda associato

m# . .
4 - ; corrispondentemente (data la relazione

alla particella con un Ap, >
To
Ax-Ap, > %) si avrd una indeterminazione Ax della posizione x, tale che

7 7 T, 7
Ax > >0~ 0
Aﬁx . 4m7 o m
To

Per un elettrone quest’ultima diseguaglianza diventa

Az Z Y1y,
o2
ove 7y = Tl =
mg 2

%

myc

¢ il raggio classicodell’elettrone ek = ¢ la lun-

ghezza Comptoh dello stesso.
2

‘Essendo o = AN

Fc 137

Ax =7, ‘/-—;?=7‘0]/I3—7.

Si potrebbe infine verificare come sia possibile associare alla (3) la defi-
nizione di una densitd di probabilitd e di corrente di probabilith che soddi-
sfano ad un’equazione di continuiti.

la costante di struttura fine, si ottiene

L’Autore ringrazia R. Bonifacio e L. A. Lugiato per le utili discussioni.:



