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Meccanica. — Ancora sull'integrazione di equazioni della mec­
canica a coefficienti lentamente variabili. Nota di G i o v a n n a  B o s c h i  

P e t t i n i , p resen ta ta^  dal Socio D. G r a f f i .

Summary. — On the basis of the results of a previous article, it has been obtained an 
approximate explicit expression of the lagrangian parameters Qi and their time-derivatives 
Qi  with errors of order s2. All that has been achieved for a mechanical system possessing 
two degrees of freedom and subjected to slowly time-variable constraints.

I .  In una Nota precedente [ 1 ] ,  alla quale rimando per il significato delle 
notazioni e di alcune locuzioni, ho ottenuto F integrazione, in seconda appros­
simazione, delle equazioni di un sistema meccanico à due gradi di libertà, 
lineari, però con coefficienti lentamente variabili col tempo (1). In sostanza, 
dette Qx e Q2 le coordinate lagrangiane del sistema (più precisamente le coor­
dinate normali se da un certo istante in poi i coefficienti rimanessero costanti), 
ho posto:

(0 Qi =  —f=  (ux sen fìx +  vx cos 0j) , Qi =  Ìu>x (ux cos 0! — vx sen 0X)
\u>i

e formule analoghe per Q2 e Q2 ; e co2 sono funzioni del tempo, che ho chia­
mato frequenze istantanee del sistema (perchè, se i coefficienti fossero costanti, 
si ridurrebbero alle frequenze proprie del sistema), 0j e 02 sono espresse da:

t t

( 0  dx = J  cox dt , 02 =  j  co2 dt
0 0

infine ux e vx sono funzioni del tempo che ho determinato in seconda appros­
simazione o, più precisamente, con un errore dell’ordine di s2 (che scriverò 
O (s2)) per un intervallo delFordine di 1 /s.

Ora, nell’approssimazione sopra indicata (cfr. (31) e (32) di [1]) ux e vx 
risultano espresse da una combinazione lineare (con coefficienti variabili al 
trascorrere del tempo) dei valori iniziali delle u e v e di funzioni trigonometriche 
(seni e coseni) di 2 0X, 2 02 , a =  0X +  02 , ß =  0* — 02.

Sembrerebbe perciò, dalle (1), e con ovvia applicazione delle formule 
di prostaferesi, che nelle espressioni di Qj e Qx debbano intervenire anche seni 
e coseni di 3 6i 1 3 > 2 0X +  02, 0j +  2 02 , 2 0X — 02 ecc. . . cioè termini di
frequenza istantanea tripla o con frequenza istantanea di combinazione.

(*) Nella seduta del io giugno 1976.
(1) Cioè i coefficienti sono funzioni di zi, dove t  è il tempo, e un parametro positivo 

molto piccolo.
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In questa Nota ho determinato esplicitamente, sempre a meno di O (s2), 
Qi e Qi> ottenendo una formula relativamente semplice in cui le Q e le loro 
derivate rispetto al tempo risultano una combinazione lineare omogenea di 
sen 0!, cos 61, sen 02, cos 02 con coefficienti variabili lentamente col tempo; 
in altre parole, non esistono, come appare intuitivo, nella Q e Q termini di 
frequenza istantanea tripla o di frequenza di combinazione.

2. Sostituendo nella prima delle (i) i valori di ux e vx espressi da (31), 
(32) della Nota [1], e dopo un semplice scambio dell’ordine dei termini, si ha:

(2) Qi j-— I sen 0j -J- 1̂0 cos 0j ( - r i  (?h.o cos 0! 1̂0 sen 0j) -f-
K  l \ 4 « i / o

coi r
2 V- 46)1 [ ’io (sen 2 6, cos 0, — sen 0j cos 20,) — z/10(cos 2 0X cos 0, +  sen 2 0, sen 0,) j  +

+  Ko sen 0, — u10 cos 0,) J — L àt +  — s2 (vlu sen 0, ■— u10 cos 0,) | — - d /+
8 6)1 2

+  — sX j / - -  (sen a sen 0j +  cos a cos 0^ +  (cos a sen 0j — sen a cos 0j) +

+  (sen ß sen 0j +  cos ß cos 0a) +  (sen ß cos 0X — cos ß sen 0X) J —
t

I f  O i -4- f io—  " V s2 J  X2 Q i Q  d /  1̂0 s e n  01 —  U l° c o s  ^ ~~0

“T* (x VI). H" (tHt).“ 9'+ ( ^ 1“ 6‘] 1 + ° « ■
Poiché, ricordando i valori citati di a , ß , Ox e Q2 (cfr. (9) di [1]) si ha:

(3) a — 01 =  02 , ß — 01-  — 02,
O l -|~  2  6>i Ü !    0 2 2  6)2

f̂ i 9 2 COi — 6)2 fìì2 6)f-- 6)2

sostituendo nella (2) e applicando ben note formule trigonometriche, si ot­
tiene:

(4) Qr uw sen 0j +  v10 cos 0, +

+ ( — V  } K o cos 0, +  v10 sen 0,) +  (v10 sen 0, — uM cos 0,) X 
\  4 “ i / o
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X [ A +  f  - r w * + ± *  I f x - - ì ^ - r d / l  +I 4W1 J 80)2 2 J 6>2 2 J  (Oj C02 J0 0 0

*l/5\
f COj C0X --

(?h o COS 02 — »20 sen 02) — e x

X —  [  — 2"  2..2 \  sen  6i +  u *o (  — 2 Ml 2 \  cos ° i ]  ! +  °  (e2)-L \  COi — (02 /o \  CÙÎ —  /o JJ

3. In modo analogo si procede per il calcolo di Qx,
Sempre tenendo conto delle (31) e (32) della Nota citata, dalla seconda 

delle (1) si ha:

(5) Qi =  /« ì I «10 cos 0X — v lb sen 0X +  ( — \  ) (v io cos 0X — u 10 sen 0X) — 
l \ 4 “ i/o

-----u io(.c o s  ° isen 20J — sen 0Xcos 20x) +  »10(cos 0, cos 20x+  sen 0X sen 20  ̂ +
4wi l. J

+  ( u io sen 0X +  »xo cos 0X1 I — 3 d /+  — e2 (u l0 sen 0X +  »I0 cos 0X) f dt  +J x 2 J <ox

+  — &  j / ^  |^-^(sen a cos 0X — cos a sen 0X) +  — - (cos a cos 0X +  sen a sen 0X) +  

+  -jj  ̂(sen ß cos 0X — cos ß sen 0j)---- — (cos ß  cos 0X+  sen ß sen 0X) j —

t
f  n, +  Q,

J ** —Q Q (U l° Sen 61 "t V l° cos 0i) +
0

Quindi, tenuto conto delle (3), l’espressione di Qx diviene:

Qi =  K  j^io cos 0X — »xo sen 0X +

+  ( - ! (%, cos 0j — ^0 sen 0X) +  (u 1Q sen 0X +  »x0 cos 0X) X
\  4 wi /o

I ;

+  + e

(6)
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-s X ^
6)1 c*>i -- - COo

(u20 sen 02 +  v20 cos 02) +  e X

X [ Uio (  2 ~^1 « )  Sen °1 +  ^20 ( ~  2 6)2 2 Ì  COS 0X]  )  +  O  ( s 8)  . 
L \  CO! —  C02 / o  \  C O i C02 I o  J  ;

Le (4) e (6) esprimono, come si è detto nell’introduzione, e a meno di 
O (s2) , Qi e Qx come combinazione lineare a coefficienti lentamente variabili, 
di sen 0j, cos 0X , sen 02, cos 02, cioè, in sostanza, Qx e Qi sono combinazioni 
lineari di termini di frequenza istantanea coj e co2.

È bene aggiungere, che essendo all’istante t =  o , 0! (o) =  o, si ha, 
ponendo nella —

!i (°) — y— > Qi (°) — U  (°) 1̂0

Da tali relazioni si ricavano facilmente u10 e v10 mediante i valori iniziali di Qx. 
Le formule sopra scritte e analoghe considerazioni valgono anche per Q2 e Q2, 
salvo uno scambio di indici e sostituendo — X a X.

B ib l io g r a f ia

[i] Boschi P e ttin i Giovanna (1975) -  Integrazione, in seconda approssimazione, di equa­
zioni della meccanica a coefficienti lentamente variabili, «Atti Accad. Naz. Lincei», (5), 
729-737.


