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Geometrie finite. — Calotte di specie s in uno spazio rid im en
sionale di Galois. Nota di G r a z i a  M i g l i o r i , presentata (*> dal Socio 
B. S e g r e .

SUMMARY. — We prove that the only ^ non contained in any cap of lower kind 
are the sets projectively equivalent to 53 2 and i i |  3 constructed in [8] by G. Tallini.

I. In t r o d u z io n e

In uno spazio di Galois Sr>q (con q =  phì p primo, cfr. [6]) si definisce 
K-calotta un insieme di K punti distinti, di cui mai tre risultino allineati, 
[3], [4], [5]. Diremo inoltre che una K-calotta è di specie s (2 <  s <  r), e la 
denoteremo con K ^ , se comunque si considerino s +  1 suoi punti distinti, 
essi risultino linearmente indipendenti, mentre esista un sottoinsieme di KsTtQi 
costituito da s -f 2 punti, linearmente dipendenti. Una dicesi completa 
se non è contenuta in una (K +

G. Tallini ha dimostrato in [8] che, per s <  4, ogni è contenuta
in una calotta di specie 2; nel caso s = 3 egli (§ 3, [8]) costruisce invece due 
esempi di 5^2 e u j >3 non contenute in calotte di specie 2 e pone il problema 
di esaminare la questione sulPimmergibilità di una calotta di specie 3 in una 
di specie 2. Al riguardo, tra l’altro, dimostra che per ogni intero r esiste un 
intero qr tale che, per q >  qn ogni è contenuta in una calotta di specie 2.

Successivamente, Makowski ha provato in [2] che per <7 =  2 , 3 , 4  le 
sole non contenute in calotte di specie 2, sono quelle già determinate
da Tallini.

Nella presente Nota il problema posto viene completamente risolto, in 
quanto si proverà che, in ogni Sr>4, le sole non contenute in calotte di
specie 2, sono gli insiemi proiettivamente equivalenti alle 5s 2 e i i |  8 costruite 
in [8].

Ne segue che per q >  4 ogni Ksft9 b contenuta in una calotta di specie 2.

2. Nel § 3 di [8] si dimostra il seguente teorema:

Se esiste una KzrtQÌ completa e non contenuta in una calotta di specie 2, 
Vintero k soddisfa P equazione seguente:

(0  & ( g ~  0  — k(g —  3) — 2 ^  ç1 =  o

(*) Nella seduta del io  giugno 1976.
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da cui segue:
b — q — 3 +  y 8 qr+1 +  ÿ2 — 6 q +  f

2 (? — 0

denotato inoltre con H il numero di punti a comune di con un arbitrario 
iperpiano di Sr>qi H soddisfa Vequazione',

(2) ÿW  + ( 2 k + ç  — 4)U +  =  o

che ha due radici intere positive, H1 e H2.

Per q = 2, la (1) porta unicamente a r  -  3 e /£ =  5, [2] e [8].
Per q > 2 risulta, [8], § 4, k =  2 +  cq* (con c >  o) che, sostituita nella 

(1), dà

(3) ?  ?  {<1 —  0  +  C (3 q — 1) — 2 2  ^  =  o
z=o

da cui segue:

(V)  ̂=  1 — 3 q +  y 8 /+ 1 4- g2 — 6 q +  I
2 ?  ( 3— I)

e

(S) £ +  2 = 0  mod p.

Dalla (2), sostituendo k in funzione di c, risulta

| h 1- h 2| =
y  (2 ^ —? — 4)*— 44 y * — 4 — 2 j s

-  y 4 <-
r—2

— 4 c2 g3 — 8 cq +  1 + 8 ^ ? '
z=0

che, per la (3), dà:

I Hj — H21 =  I4 c (g — i) +  i .

Tale differenza risulta, cfr. Prop. II di [n ], uguale alla caratteristica p 
del campo elevata ad un certo esponente m >  o, ossia:

I4 c (g — 1) +  I =  pm
da cui

S)2m   r
(6) c(ph— 1) =   .

4
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Tenuto conto della (5), la (6), valutata mod p> conduce a

9 = 0  mod p

da cui si trae subito:

(7) P  =  3-

Dalla (4) risulta

V ZgT+i +  q i — 6 q +  I =  2 C  (q — i) q2 +  Z q —  I

dalla quale, tenuto conto della (6) e della (7), otteniamo:
t2ä / 'j'Zïiii __ TN2

(8) 8 — 1) =  -A_^-------- L  +  (32m _  !) f3*+i _  r).
4

Dalla precedente relazione (8) discende che

(32w-— i)2 == o mod 4

e quindi
32m — 1 = 2 x ,

con # intero e positivo; per cui la (8) diviene

(9) 8 • 3Ä<r“1) =  32ä x2 +  2 x  3Ä+1 +  8 ■— 2 x = x% 2 x 3Ä+1 +  9 — 32m

da cui, dividendo per 32, si ottiene:

(10) 8 • 2>h{r~1)~2 =  x2 32(ä“1) 2 x  3Ä_1 —  32(w-i) _j_

Tenuto conto che per h =  1 risulta unicamente r  — 4 e k =  11, ved. 
[2] e [8], è lecito supporre h > 1. In tale ipotesi gli esponenti che compaiono 
nella (io) sono strettamente positivi; infatti

h (r — 1) — 2 > 2  (r — 2) > 0  per r >  2 e m >  2 

risultando per m =  1, dalle (6) e dalle (7),

£ (3a — 0  =  2,

relazione quest'ultima compatibile soltanto con il valore già escluso h =  1. 
La relazione (io) valutata mod 3 conduce cosi, per h >  1, all'assurdo

1 = 0  mod 3.

Possiamo dunque enunciare la seguente Proposizione:

I. Ogni K ^ , non contenuta in una calotta di specie 2, è proiettivamente 
equivalente 0 alla 5^2 0 alla 1 if,3 costruite in [8].
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