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Geometria. — Sui k—insiemi di uno spazio di Galois Sr>q a due 
soli caratteri nella dimensione d ^ .  Nota di M a r ia  T a l l i n i  S c a f a t i , 

presentata (**> dal Socio B. S e g r e .

SUMMARY. — The /è-sets of Srq  such that the subspaces Sd (d <  r  — 1) meet them at 
m ox n points (m <  n) are studied. Such sets are for d < r  — 2 completely characterized 
from a numerical point of view.

I. I n t r o d u z i o n e  

Sia K un /è-insieme di uno spazio di Galois Snq (con q = ph, p  primo,
d

r > ì ) ,  con K ^é 0 , K 7^Sf>a. Posto 0<i = 2  ^  > sia tds (s =  o , i , • • -, 6d) il
i=l

numero degli Sd (i < d  < r — i) di Sr>q che intersecano K in s punti. Gli 
interi t% , t\ ,• * -, t%d prendono il nome di caratteri di K nella dimensione d. 
Diremo che K è ad /  caratteri nella dimensione d, se esattamente /  dei suoi 
caratteri sono diversi da zero. Più precisamente, siano mx ,m2, - • •, mx 
interi tali che o <  mx <  m% <  • • • < mi <  dd; diremo che K è di tipo 
(m t , m2 mi)d rispetto agli Sdi se risulta tdm— o per ogni n diverso da 

. mì .' • - , m  e tdm^ o  per ogni m =  mx ■ ■ ,m t (cfr. [3], [4]).
Si dimostra (cfr. [3], [4], Prop. I) che K ha sempre almeno due caratteri, 

nella dimensione ^, diversi da zero. Quindi nello studio dei /è-insiemi di SftQ) 
rispetto al comportamento con gli Sdy i primi che si presentano in ordine di dif
ficoltà sono quelli a due caratteri, cioè i ^-insiemi di tipi (m , n)d. Di ciò appunto 
ci si occupa nel presente lavoro.

Dopo aver nel n. 2 esposto i necessari richiami, nel n. 3 si considerano 
i k—insiemi K di tipo (m , n)r-i di SrfQ : si danno limitazioni per k e si prova 
che necessariamente ^ ^  deve essere una potenza di p\ introdotta poi la
nozione di k -insieme duale di K, così definendosi l’insieme K* degli iper- 
piani ^-secanti K, si mostra che K* in S* q è ancora a due caratteri e che K** 
in STìQÌ coincide con K a meno dell’isomorfismo canonico. Nel n. 4 si studiano 
i /é-insiemi K di tipo (m , n)d di con d <  r — 2 e, poggiando sulla nozione 
di k -insieme duale di K, si prova che essi sono necessariamente a due carat
teri rispetto alle rette. Da [5] segue allora che o K si riduce ad un punto, o 
ad un iperpiano, o al complementare di un punto o di un iperpiano, oppure 
deve essere q un quadrato dispari e k y m , n debbono essere dati dalla (4*3), 
(4*4)» (4-S)- Rimangono in tal modo completamente caratterizzati tutti i 
^insiemi a due caratteri nella dimensione d < r  — 2, restando tuttavia aperta 
la questione di assegnare nei vari casi le loro effettive costruzioni.

(*) Lavoro eseguito nelPambito del Gruppo Nazionale Strutture Geometriche e Alge
briche e loro Applicazioni del C.N.R.

(**) Nella seduta del io giugno 1976.
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2. G e n e ra lità  sui ^-insiemi di Sftq di tipo  (m , n)di con i < d < r  — 1

Sia K un ^-insieme di SrtQ di tipo (m ,n)drispetto agli , con 1 < d < r  — 1. 
Se è m =  o, K risulta necessariamente costituito da un sol punto ovvero dal 
complementare di un iperpiano (cfr. [3], n. 3, Prop. XIV); se è n = Qd, K 
risulta necessariamente costituito dal complementare di un punto ovvero 
da un iperpiano (cfr. [3], n. 3, Prop. XV). Possiamo dunque nel seguito sup
porre:

(2.1) o < m  < n  < Qd.

Denotati con tdm , td il numero degli Sd di Sr,̂  rispettivamente w-secanti ed 
^-secanti K, tali interi soddisfano il seguente sistema (cfr. [3], n. 3, formule 
(21) e (8)):

lm  4" tn  ^  XT % - i l ^ d - i  >i=0 
d- 1

m tm  ~f~ n ^n —  k  JT ® r - l - i l® d - l - i  >
0 d—2

m (m — 1) tdm +  n (n — i) ti =  k (k —  i) I J  Qr-a-i/Qd-a-i •
i=0

Dalle prime due equazioni di (2.2) si ottiene:

(2-3)

(2 -4)

A _  (tâd — mQr) d-1

(n ■— m) E • TX iöd i —0

fd _ (n®r T-T a m
tm (n — m)dd • n

Sostituendo le (2.3), (2.4) nelle terze delle (2.2) si ha che k deve soddisfare 
V equazione:

(2.5) x2~ x  [1 + (m + n — i) 1] +  mn% 0^/0^ dd̂  =  o.

Supposto d < r  — 2, si consideri unSÄ di Sftq, con h > d -f 1. Esso inter
seca K in un ^'-insieme K/ di Sh ancora di tipo (m , n)d (non potendo avere 
K' un solo carattere diverso da zero, valendo la (2.1), cfr. n. 1, secondo capo
verso). Quindi k! soddisfa la (2.5) ove ivi si faccia r =  h> cioè kr soddisfa la:

(2.6) x2 — x [ i + ( m  + n — i) 0 ^ /0 ^ ]  +  mn% 0^/0* 0 ^  =  o.

Ne segue che K è di tipo (>è3 ; kP)h nella dimensione hx qve kx, k2 (con kx <  k2) 
sono le due radici della (2.6). Si è così provato che:

I. Se K è un k-insieme di Sr>q a due caratteri rispetto agli Sd (d <  r — 2), 
K è a due caratteri rispetto agli Sh per ogni h =  d  -f- T , d  +  2 , • • •, r  — 1.
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3. I INSIEMI DI Sr,q DI TIPO (m , rì)r„x

Per un /è—insieme K di Sr>q di tipo (««,«),._j porremo per semplicità 
tn =  tn e t rm =  tm. Le (2.3), (2.4) per d =  r — i diventano allora

(3 • 0  tn =  — mQr)l(n — ni) ,

(3 •2) =  («0r — /è0r_,)/(« — ni) .

Essendo tn >  o , tm >  o dalle (3.1), (3.2) si ottiene mQr <  ^ 0 ^  <  «0r e quindi, 
essendo 0r =  qQ^ +  1 e risultando (cfr. (2.1)) m ß r_1 < 1 ed «O/,., <  1, 
si ha:

(3 -3) i +  mq <  Æ <  nq .

Osserviamo che gli estremi di tale disuguaglianza sono effettivamente rag
giunti per particolari ^-insiemi di tipo {m , n)r_x di Sr,t .

Sia P un punto di K, denotati con vm, vn il numero degli iperpiani per P 
rispettivamente ««-secanti ed «-secanti K, risulta:

(3 • 4) Z'm "P Un ~  Ö«-—j •

Sia Np il numero di tutte le coppie (a , A), ove a è un iperpiano per P e A è 
un punto di a f ì  K distinto da P. Fissato un punto A 6 K — {P} gli iperpiani 
a per A e per P sono in numero di 0 ^  e determinano altrettante coppie (a , A) 
tutte distinte, ne segue che è

(3 • 5) Np — (k — 1) 0,._2 .

D’altra parte, fissato un iperpiano a per P, le coppie ( a , A) distinte, con 
A e a pi (K •— {P}), sono in numero di m — 1, se a è ««-secante K, n — 1 sé 
a è «-secante K; poiché gli iperpiani per P che siano ««-secanti K sono in 
numero di vm e quelli «-secanti K sono in numero di vn, si ha:

(3-6) Np =  (««— i)vm + (n— i)«„.

Dalle (3.5) e (3.6) otteniamo allora:

(3.7) ■(*»— 0»i» +  (» — i ) v n =  ( k —  1) 0 ^  .

Dalle (3.4) e (3.7) si ha:

(3-8^

£ 0 f -a  —  fnQr-i qr~x 
n — m n — m

Vm. — _j 1 1 kfà<f_2 nr- 1

n — m n — m



M aria T a lu n i S ca fa ti, Sui k-insiemi dì uno spazio di Galois, eco. 785

Sia ora Q un punto di Sr>q—  K, denotati con um ì uH il numero degli 
iperpiani per Q rispettivamente m-secanti ed ^-secanti K, risulta:

(3 * 9) Mm “h Un =  0f—1 •

Sia Na il numero di tutte le coppie (ß , B), ove ß è un iperpiano per Q 
e B è un punto di ßf iK.  Contando nei due modi possibili il numero Nq, in 
modo analogo a quanto fatto precedentemente per Nq, si ha che NP =  y§0r__2 =  
=  mum +  nun, cioè:

(3 • IO) mum +  *

Dalle (3.9), (3.10) si ha:

(3 •10

^0r_2--W0r-j
n — m

u,. n — m

Dalle (3.8) e (3.11) otteniamo:

(3-12) vn — un vm — um f - 1 .
n — m

Dalla (3.12) si ha, tra l’altro, che — ni) deve essere un intero e quindi,
essendo q = ph con p primo, che:

II. Qualunque sia il k-insieme K di Sr>q di tipo (m , n)Y-\ deve aversi:

(3.13) n — m =  pl, con o < l < h ( r —■ 1).

Si consideri l’insieme degli iperpiani di Sr>q n-secanti K. Essi sono in 
numero di tn. Nella stella di iperpiani con centro un qualsiasi punto P di K 
vi sono esattamente vn iperpiani delFinsieme suddetto, mentre nella stella 
d’iperpiani con centro un qualsiasi punto Q di Sr>q—  K ve ne sono esatta
mente un. Ne segue che, posto:

(3 • H) £  = tn > n* =  vn , m =  un

ed osservato che per le (3.12) risulta:

(3 -15) m* < n*,

Finsieme degli iperpiani ^-secanti K costituisce nello spazio S*? duale di 
Srig un ^-insieme K* di tipo (m*, n*)T-lf che sarà detto duale di K. Osser
viamo che nell’ipotesi (2.1) (per d  =  r — 1) risulta:

(3.16) o*< m <  n < 0 ^  ;

infatti se fosse m* — o, cioè un =  o (cfr. (3.14)) per ogni Q e S 3tq— K non 
passerebbe nessun iperpiano ^-secante K, un qualsiasi iperpiano ^-secante K
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dovrebbe allora essere costituito da tutti punti di K, onde sarebbe n =  0r_!, 
mentre si suppone n <  0r_x; se fosse n == 0 ^ ,  cioè vn =  0MJ sarebbe vm = o 
(cfr. (3.4)) dunque per ogni punto P di K non passerebbero iperpiani m-se
canti K, onde, se a è un iperpiano /^-secante K, dovrebbe essere a f i K = 0  
quindi sarebbe m =  o, mentre si suppone m >  o. Dalle (3.16), tenuto conto 
delle (3.14), (3.11), (3.8), si ricava per k la disuguaglianza seguente:

(3.17) mq < k < q n - (qr~ 1 — m) 
Or-2

Sia K il duale di K nel biduale Sr.„ di Sr>g. Esso è costituito dagli
iperpiani di S*^ che siano ^-secanti K. Sia

(3.18) X: P e S f„ - x ( P ) e X £

l’isomorfismo canonico che -  come è noto -  fa corrispondere ad ogni P e  Sr,q 
la stella di iperpiani di Sr>q di centro P, x (P), elemento di S** . Per ogni P e K, 
la stella di iperpiani con centro P contiene esattamente vn =  r f  iperpiani 
^-secanti K, essa è in Sng un iperpiano che quindi ha con K* in comune n ' 
elementi, cioè è in S* un iperpiano ^-secante K*, dunque è un punto y (P) 
di K in Sr>q. Viceversa un punto x(P) di K è un iperpiano di SrfQ che sia 
n -secante K*, cioè è una stella di iperpiani con centro P di Sr>q che contiene 
esattamente n* =  vn iperpiani ^-secanti K, onde P deve appartenere a K 
(perché se P $ K per P passerebbero un iperpiani ^-secanti K, ed è un 
per la (3.12)). Ne segue che l’isomorfismo canonico x • Sr,q -> S*^ trasforma 
K in K**; identificando Snq con S** mediante x allora K si identifica con K**. 
Si è cosi provato che:

III. Sia K un k—insieme di tipo (m , n)r̂  di Sr></, soddisfacente alla (2.1). 
LHnsieme degli iperpiani di Sr>q n-secanti K costituisce in Sr>q un k*—insieme 
K*di tipo (m*,n*)r_l9 da dirsi duale di K, ove k*, n f  > r t  sono dati da\

k*= (/è0r_! •— m%r)!(n — ni) , m — (^0r_2 •— mQr̂ )l(n — ni),

* * , Çr~xn = m fi----------  ,n — m

ed m*, r f  soddisfano alla (3.16). Inoltre il duale K** di K* in S** coincide 
con fC a meno dell isomorfismo canonico.

4. I INSIEMI DI TIPO (m,rì)d DI Sr>2} CON d < r  —  2

Sia K un yè-insieme di tipo (m , n)d di Sr>q con d  < r *— 2, soddisfacente 
alla (2.1). Per la Prop. I, esso è allora a due caratteri rispetto agli Sh con 
h = d i , d 2 • , r  — I.  Sia dunque di tipo (M , N)r_x rispetto agli
iperpiani e di tipo (fx-, v)r_2 rispetto agli Sr_2. Sia K* il duale di K in S*q 
(cfr. n. 3), esso è costituito dagli iperpiani N-secanti K. Una retta di S*?, cioè
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un fascio d’iperpiani di Sr>?, ha asse in un Sf_2 che è o v—secante ovvero p—se
cante K. Nel primo caso gli iperpiani del fascio N-secanti K sono in numero 
di a.,, nel secondo di , ove a., e soddisfano evidentemente le relazioni:

(N — v) av +  (M ■— v) (7 +  i ;— av) — k - 

(N — lO a» +  (M — p.) (7 +  i — aß) =  k ■ 

e quindi sono dati da:

(4.1)
_  k —  M — 7(M — v) 
~  N — M

k —  M — q(M —  p) 
N — M

ed è æv> « „ .  Ne segue che K* è di tipo (alx, av\  rispetto alle rette. Si è così 
provato che:

IV. Un k-insieme di tipo (m , n)d di Sr>q con d < r — 2 è a due caratteri 
rispetto agli iperpiani ed il suo duale K* è a due caratteri rispetto alle rette.

Per il duale K* di K, essendo a due caratteri rispetto alle rette, può appli
carsi la Prop. IV. Se ne deduce che K* è a due caratteri rispetto agli iperpiani 
e che il suo duale K** è a due caratteri rispetto alle rette. Ma K** coincide con 
K a meno dell’isomorfismo canonico (cfr. Prop. Ili), quindi K è u  due carat
teri rispetto alle rette e sia di tipo (m't n% . Non può essere ml — o, altrimenti, 
per la Prop. IX di [5], K coinciderebbe con il complementare di un iperpiano, 
ma allora sarebbe m — o , n — qd, mentre per la (2.1) si suppone m >  o. 
Né può aversi m' = 1, altrimenti, per la Prop. X di [5], dovrebbe essere neces
sariamente n' — q -f i  e K sarebbe un iperpiano, ma allora si avrebbe 
m — ,n  — %d, mentre per la (2.1) si suppone N <  0d. Né può essere 
n' = g +  t, ovvero n' =  7, altrimenti Sr>î — K sarebbe di tipo (0,7 +  
+  i — m \  ovvero (1,7 +  1 — mr)L rispetto alle rette e quindi STi9— K 
coinciderebbe rispettivamente con il complementare di un iperpiano ovvero 
con un iperpiano (per le Prop. IX e X di [5]) e quindi K sarebbe un iperpiano 
ovvero il complementare di un iperpiano, onde si avrebbe n =  Qd ovvero 
m =  o e ciò è escluso per la (2.1). Ne segue che è 2 < m ' < n ' < q — 1. 
Da quanto precede e dalla Prop. XIV di [5] si ottiene allora che:

V. Un k-insieme di tipo (m , n)d di Sr>9, con d < r — 2 ed m ,n  soddi- 
sf acenti alla (2,. 1), è di tipo (mf , n \  rispetto alle rette con 2 <.m' < n' < 7  ■— 1. 
Dunque, se esiste un tale k—insieme, deve essere 7 un quadrato disparì; inoltre 
m', n', m , n e k debbono essere dati da (s =  +  1):

(4.2) m ' =  [ q + l  — 1q ( l  —  e)]/2 , » '=  [7 +  I +  V? ( i +  e)]/2,

(4.3) m -  [i +  (7 +  e iq )  — (Jq)*]l2 ,

(4.4) n =  [1 +  0̂ _, (7 +  e iq)  +  (Ìq)d]/2 ,

(4-5) k = [ i +  0_t (7 +  e iq) ±  (Ìqy]l2 .
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