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Teoria dei gruppi. — Swi sottogruppr di Dedekind nei gruppt
infiniti. Nota di EMMA PrEVIATO, presentata @ dal Socio G. Scorza
DraGoNT.

ZUSAMMENFASSUNG. — Sei G eine Gruppe und H eine Untergruppe von G. Es wird
eine hinreichende Bedingung, damit H eine modulare Untergruppe von G sei, angegeben.

Dati i gruppi H, G, diremo che la coppia (H,G) & una Z-coppia se e
solo se H << G e, per ogni intervallo [T/S] di lunghezza 1 del reticolo [G/H],
da S <T (sottogruppo di Dedekind) segue che l'indice |T:S| & finito.

a

2

Scopo del presente lavoro ™ & dimostrare il seguente Teorema:

Sta (H , G) una Z—coppia; il sottogruppo H é di Dedekind in G se e solo
se H< (H,x) per ogni x€ G.
a

Questa caratterizzazione ¢ stata ottenuta in [2] nel caso dei gruppi finiti.

Le notazioni saranno quelle usuali nella teoria dei gruppi; ricordiamo
che un sottogruppo H di un gruppo G si dice un sottogruppo di Dedekind
(in G) se e solo se per ogni K <G la mappa X+ X N K & un isomorfismo
del reticolo [H U K/H] sul reticolo [K/H N K]. In accordo con quanto intro-
dotto in [2], diremo che un H << G ha la proprieta () se e solo se H < (H , x)
per ogni x€ G. a4

1. PROPOSIZIONE 1. Data una F—coppia (H,G) se H ha la proprieta (x)
e se esiste un elemento x di G tale che [(H , x)[H] sia un reticolo infinito, allora
H <G (H ¢ un sottogruppo quasinormale di G).
7

Tale risultato ¢ stato provato da Stonehewer per un sottogruppo di
Dedekind in G ([5], Theorem 2.1 e Theorem A), ma la sua dimostrazione si
adatta tale e quale ad un sottogruppo con la proprieta ().

Ci occupiamo ora del caso in cui [(H, x)/H] & un reticolo finito per ogni
xe G.

LEMMA 1. Data una Z—coppia (H,G), se H ha la proprieta (x) ¢ se il
reticolo [(H ,x)[H] & finito per ogni x€ G, allora per ogni ge G tale che
(H,g):H| & potenza di primo anche H U HY gode della proprieta ().

Dimostrazione. Essendo (H,G) una Z-coppia, lindice | (H,x): H]|
¢ finito per ogni x€ G, e tale fatto sussiste anche se ad H sostituiamo un suo

(¥) Nella seduta del 10 aprile 1976.
(1) Eseguito nell’ambito dei gruppi di ricerca del C.N.R.
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coniugato. Siano anzitutto g; e gp elementi di G tali che | (H,g;): H]| sia
potenza di primo e tali che H permuti con (g;) (/ = 1, 2). Proveremo che
(g») permuta con H U H;, ove H, & un qualunque coniugato di H in (H , g);
a tale scopo, distinguiamo due casi. / caso: H &£ (H,g). Sard | (H,g):

P

:H|=p, |HN|=g¢, ove N=Hp,,,, con p >g¢, infatti H (g, ) ha la

Schmidt-struttura relativa ad H @. Premettiamo un’osservazione: se H

risulta di indice finito in (H,g;,£:), e dunque H < (H, g;,£,), possiamo
d

considerare il gruppo finito T = (H,g,,£,)/K ove K = Hpu,,, < HD0 H,;
¢ T=P;x--XP, XL, con HK =Q; X ---XQ, XL, (Schmidt-struttura), e
dunque si avra H (g )/K = P; (H/K); essendo H permutabile con (g,) allora
(£2) K/K permuta con H (g)/K, e dunque {g;) con H (g;). Ora, non ¢& restrit-
tivo assumere anche | (H,,g,):H,| potenza di primo; infatti gy eH per
un primo 7, e supponendo g5 ¢ N=H N H; si ha (Hy,g)=(H,,H,g0)=
= (H, g1 ,£); ma allora H ha indice finito in (H, g, ) € in questo caso la
conclusione ¢ gia stata raggiunta nell’osservazione. Sia dunque gy eH, e
di conseguenza [(H,,g,)/H;] una catena. Se la catena [(H,g,)/H] ha lun-
ghezza > 2, la conclusione ¢ facile; infatti se la catena [(H,,g,):H,] ha
anch’essa lunghezza > 2 allora H; e (g,) permutano ([4], main theorem).
Diversamente, risulta gi€ H; per un opportuno primo s, ed essendo g3 ¢ H

si ha (H,g) = (H,g ,g), e si conclude per l'osservazione. Assumiamo
dunque

(1) |{H,g):H| =7, numero primo.

Supponiamo ora, per assurdo, che H U H; non permuti con {g,); allora
neanche H; permuta con (g;) erisulta | (H; , g,) : H; | = #(primo), |H,;: N; | = s
un primo minore di #, ove N; = (H)@,,,,). Consideriamo ora il sottogruppo
(N, g;), che & contenuto tanto in (H,,g,) quanto in (H,g,). (N,g) non
pud coincidere con nessuno dei due gruppi menzionati, perché si avrebbe
rispettivamente, (H,g, )= (H,g,,£) o (H;,£)= (H,g ,g). Pertanto
(N, g) ha indice primo in entrambi i gruppi. Si ha |(H;,):N|=
= | (H;, &) : Hy || Hy/N | = #g; proveremo che Pindice di (N, g,) in (H;, g)
¢ ¢ e a tale scopo supponiamo, per assurdo, che sia #, con # 5 g¢. Detto M il
sottogruppo N; N N, essendo N; ed N normali in H; si avrd |[N;: M| =

(2) Diremo che un gruppo G ha la Schmidt-struttura relativa ad H se: 7) posto

Hg = nc HY, risulta G/Hg =< (P, XP,X - --) XK, ove P; ¢ un P-gruppo non abeliano genera-
£eG | .

lizzato ([6], p. 22); ) P; e P; sono coprimi per 7 # j, P, e K sono coprimi per ogni 7 (dicia-
mo che due gruppi periodici S e T sono coprimi se ogni elemento di S ha ordine relativamente
primo con quello di ogni elemento di T); 7Z2) H = (Q; XQyX « - +) X (H NK), ove Q; & un sot-
togruppo di Sylow non normale di P;, per ogniZ, e H nK< G.
; q

Ogni gruppo finito G ha la Schmidt-struttura relativa ad un proprio sottogruppo di
Dedekind H ([4], main theorem); d’altra parte, & chiaro che se un gruppo G ha la Schmidt
struttura relativa ad un proprio sottogruppo H, allora H % G.
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=¢=|H,:N[,IN:M|=s=|H;:N;|. Consideriamo il sottogruppo
L = M, e diciamo « lindice di L in M. Ora, poiché (H,, g&)/L =
N; (N, g)[L®, si avra | (Hy, g)/L| = agst = | Ny/L| | (N, g)/L|/| (Ny/L) n
N ((N, g)/L) | = agasg/a, assurdo. Abbiamo cosi provato

@) | (N,z):N| =+
Non puo essere £ =7 perché, come si & visto, gi€ H;, quindi se fosse
7 =|(Hy,g): Hy| si avrebbe (H,,g,) = H, (g). Poiche¢ [(H,g): N |=rg,
si ha dunque 7 =¢. Se fosse H {](H ,g), con lo stesso ragionamento usato
nel gruppo (Hy, g) si prova che l'indice di (N, g3) in (H, g,) & ¢, quindi =7,
gia escluso. Pertanto risulta

(3) H<(H, ).
Ora avremo | (N,2): (N,&) N H|=|(N,g):N|=(H,g): H|=7
e dunque # =7, assurdo. // caso: H < (H, g;). Distinguiamo due sottocasi.
q

[ sottocaso: H £ (H , g,). Per quanto visto nel I caso, (H,g,) e (g) sono
; ,

permutabili e cosi H ha indice finito in (H,gy) (£). Avendo (H, g ,£,) la

Schmidt-struttura relativa ad H, si ha (H, g ,g)/K = P;xL, con (H U H,)/

KNL < (H,g,£)/K e (HUH)/KNP, permutabile con (g,) K/K; per-
4

tanto H U H, & permutabile con (g,). II sottocaso: H <(H , g,). Supponiamo
q
per assurdo H, £ (Hl ,gz); sostituendo eventualmente g, con una opportuna
‘ q

potenza, non & restrittivo assumere | (H, , g,) : H;| = #, primo: infatti (H, ) &a)
ha la Schmidt-struttura relativa ad H;. Ora H; fa le veci avute da H nel I
sottocaso, per cui possiamo affermare che (H;,g) (&)= (&) (Hi,&) e
dunque H, ha indice finito nel gruppo (H,, g ,£;). In tale gruppo H; ed H
sono coniugati, ma H risulta quasinormale, poiché & di Dedekind e il gruppo
¢ generato da. H e da elementi y tali che H Sq (H,») ([4], main theorem).

Siamo pervenuti ad una contraddizione.

Ora consideriamo un elemento » di G e un g tale che | (H,g):H| sia
potenza di primo; poiché (H , x) ha la Schmidt-struttura relativa ad H, pos-
siamo. scrivere (H,x) = H ({#;): - (#,) K) ove K =Hp,, in modo che
risulti | (H,x;):H| =77 e H(x) = (x;)H, né & restrittivo assumere
H (g) = (¢) H, dovendo considerare il gruppo H U H? Per quanto ¢& stato
provato, (H UHY) (x;) = (x;) (H UHY) per ¢=1,---, 7 allora (H UHY)
(27)+ - (%n) = (%) -+ (%) H UHY), quindi H e H? hanno indice finito in

(3) 11 caso N; = N si esclude facilmente; infatti, se fosse | H1 N =|H;: Ny| =
= | N; {g) : N;|=¢, N (g,) sarebbe coniugato di H; e dunque avrebbe la proprieta (*). Per-
tanto, N (g) < (N, gs,£), € massimo, essendo g7 eN. In conclusione si avrebbe N (g).

d

permutabile con {g), da cui si ricava [(H,,g) (g : H;| finito, assurdo per I'osservazione
nremessa. '
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(H'UHY,x), di conseguenza sono entrambi di Dedekind, e dunque la loro
unione & di Dedekind.

OsSERVAZIONE 1. Nel corso della dimostrazione del Lemma 1, abbiamo
in particolare provato il seguente fatto: sia (X, G) una #—coppia, X goda
della proprietd (*) e sia [(X,¢)/X] finito per ogni g€ G; se | (X ,g;): X | &
una potenza di primo e se X e (g;) sono permutabili (=1, 2), allora X U X"
& permutabile con (g,). Mettiamo in rilievo due conseguenze di tale proprieta:
se X £ (X, g), allora (X, g,) & generato da coniugati di X ([4], main theo-

q

rem), e dunque X ha indice finito nel gruppo (X,g;) (g,), inoltre si vede
facilmente che (X, gy) ¢ permutabile con ogni sottogruppo di G contenente X.

ProPosSI1ZIONE 2. Sia (H, G) una X—coppia, H goda della proprieta (),
e il reticolo [(H , x)[H] sia finito per ogni x€ G. Se G= (H ,x,,- - -x,) (ossia
se G ¢ finitamente generato modulo H), allora H < H = UH’ ¢ |H°:H|
¢ finito. €6

Dimeostrazione. Osserviamo che se G ¢ generato da H e da un numero
finito di elementi allora & possibile scegliere tali elementi in modo che
| (H, x;) : H| sia una potenza di primo; infatti essendo H < (H , ;) il gruppo

d

(H, x;) & generato da H e da opportune potenze xj per cui [(H,x})/H] ¢
una catena, e dunque | (H,x}):H| & potenza di primo ([3], Lemma 2).
Assumiamo dunque G = (H ,x,, -+, x,) con | (H, x;) : H | potenza di primo.
Proviamo che H ha indice finito in HS la conclusione seguira allora dal caso
finito ([2]). Denotiamo con / [(H , x@-)/H] la lunghezza del reticolo [(H , x;)/H]

e usiamo induzione sul numero 7 = Z /[(H,x;)/H]. Per =1H & mas-
i=1

simo in G, quindi ha indice finito essendo (H , G) una Z—coppia. Sia 7 > I.
Non & restrittivo assumere H<|(H ,x,), e dunque /[H y H*/H] > 1. Per
il Lemma 1 il sottogruppo H, = H U H™ gode della proprietd (), inoltre
essendo H,€ [G/H] anche (H,,G) ¢ una Z-coppia; possiamo applicare ad
H, lipotesi induttiva e cosi concludere che |HY:H;|=|H®:H,| & finito,
ma essendo | Hy: H | finito anche |H®: H | & finito.

Osserwamo che xe H® non appena H $ (H,x) (e | (H,x):H| ¢& po-

tenza di pr1mo) ([4], main theorem). Occup1amoc1 pertanto degli elementi x
tali che H < (H, x).
3

LEMMA 2. Sia (H,G) una Z—coppia ¢ H goda della proprieta (x). Se
[(H, x)[H] & finito per ogni x € G ¢ se per certi elementi x, ,+ -+, 2,6 H < (H , x),
allora ¢ H < (H,x, -+, x,). i

~ .

Dimostrazione. Bastera provare che H permuta con ogni suo coniugato
H#, per ogni x€ (H,x,---, x,); tale condizione & infatti sufficiente ad assi-
curare la quasinormalita di un sottogruppo che ha la proprieta (%), in virtl
del teorema di struttura di Schmidt ([4], main theorem). Si pud assumere



392 Lincei — Rend. Sc. fis. mat. e nat. — Vol. LX - aprile 1976

7. 7. . - . .
x=x{ x5, ove 1 <z; <¢ inoltre, sostituendo eventualmente a ciascun
x; sue potenze opportune possiamo assumere | (H , z;) : H | potenza di primo.
Usiamo induzione su s per provare che H < H U H? e che inoltre H U H®

q

& permutabile con ogni (x;) (7= 1,---,£). Per s = 1, Paffermazione & con-
. . . . r. 7.

seguenza dell'Osservazione 1. Sia dunque s> 1. Diciamo x' =z} ... -1

1 s—1

1

per lipotesi induttiva, H UH?* & permutabile con (z;); di conseguenza H

ha indice finito nel gruppo (H UH") (x;). Possiamo concludere che

H< (H uH") (%) einoltre H < (H U H) (x;,), poiché il gruppo (H U H*')(x; )
d q

& generato da H e da elementi y tali che H < (H, ») ([4], main theorem).
q

La Proposizione 2 e il Lemma 2 ci permettono di ottenere la seguente
proprieta

LemMa 3. Sia (H, G) una Z—coppia ¢ H goda della propriets (). Se G
¢ finitamente generato modulo H e se [(H , x)[H] é finito per ogni x€ G, allora
G/Hg ¢ un gruppo periodico.

Dimostrazione. Sia G = (H,, -+, x); come nella Proposizione 2,
non & restrittivo supporre che |(H, x;) : H | sia potenza di primo per 1 <7 <¢;-
possiamo inoltre scegliere opportunamente gli x; in modo che H e (x;) siano
permutabili ([4], main theorem), e riordinare gli indici in modo tale che ri-
sulti H QS (H,x;) per i=1,--,7 e HX (H,x;) per j=7»+1,---,2

q

Poiché 'ordine di un x€ G relativo ad H ¢ finito per ipotesi, per concludere
bastera dimostrare che H/Hg ¢ un gruppo periodico; a tale scopo, posto
M =Hgmu,z,, ..,2) ¢ N =Hgug,,, ..z, proviamo intanto che H/M e H/N
sono periodici. La conclusione si raggiungera facendo infine vedere che
He =M 0 N. Essendo x;€ H® per » < j <# ([4], main theorem), la Propo-
sizione 2 permette di concludere che H/N ¢ finito, essendo immagine omomorfa
di H/Hye,. Ora, per il Lemma 2 & H § K= (H,x, --,x,), inoltre H ha

indice finito in HX (Proposizione 2). E dunque possibile trovare una catena
finita Hp=H <H, <---<H, =HXK tale che H; <K e lindice di
q

H,,, in H; sia potenza di un numero primo, per =1, -+, 7z (ad esempio
H, = H U H®, se x, non normalizza H). Usiamo induzione su 7z per provare
che H¥/M = H¥/Hg ha esponente finito. La conclusione & banale se 7 = o;
sia dunque 7#> o. Il gruppo HK/(HI)K ha esponente finito per l'ipotesi in-
duttiva; consideriamo, per ogni coniugato H® di H in K, il sottogruppo

T,= Hfo). Posto (H)g =S, risulta T,N S<S, essendo S = nNH]T, ed
1 . zeK

S/T,N S ~ST,/T, <HjT,, un p-gruppo finito il cui ordine & limitato da
un intero 7 che non dipende da x ([5], Lemma 3.3%). Pertanto, anche

(4) Infatti, sia | H, : H| = ™ allora H}/T, =P & un p-gruppo, generato da un sotto-
gruppo Q = H?/T,, quasinormale, e da un sottogruppo ciclico di ordine ™, come si pud vedere
scegliendo in P un elemento x che non appartenga all’'unico sottogruppo massimale conte-
nente Q; risulta infatti P = Q (2) e Qn{x) < Qp = (1).
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S/Hg = S/n (TN S8) =< H S/T, N S ha esponente finito. Possiamo con-

cludere che 1] gruppo H® /HK ha esponente finito, essendo estensione di un

gruppo di esponente finito con un altro gruppo siffatto. Rimane da dimo-

strare che M N N ¢ normale in G. Essendo x;¢ H° perj=7-+1,---,¢ H ha

indice finito in (H , #,44 , - -, #,) (Proposizione 2), e dunque, posto (H , x,, ,* - -

<o, x) =R, ¢ HL£ (H, ) per ogni y¢ R\H, poiché R ha la Schmidt-
2 ,

struttura relativa ad H. Risulta pertanto R N K = H e, per I'Osservazione 1,
G = KR. Allora, per g€ G, si ha g=4Ar=7"£4 con £,k € K e r,7€ R.
Si ha (M N NY = (M N N = (M0 Ny W< (M,»)n (N, %), ma essen-
do (H,7)n (H,#)=H, si ha MNNyY<H e dunque (M N N)*<H,
da cui segue M N N)* <MnNN e dunque (M N N)* =M N N.

PROPOSIZIONE 3. Sia (H, G) una Z—coppia, e H goda della proprieta (x).
Se [(H,x)/H] ¢ finito per ogni x€ G, allora H <G.

a
Dimostrazione. In virtu della Proposizione 1.2 di [1], sard sufficiente
provare che H < (H , x ,- - -,xt) per ogni insieme finito di elementi #, ,- - -, x,
d

di G. Possiamo dunque supporre G = (H,x;, -+, x,), con le x; scelte, in
accordo con quanto visto nella Proposizione 2, in modo che | (H,x;): H|
sia potenza di qualche primo, e (x;) sia permutabile con H per 7z = 1,---,¢
([4], main theorem). Poiché da H 5 (H,x;) per ¢=1,---,¢ segue H % G

(Lemma 2) ‘non ¢ restrittivo assumere H $ (H, x,). Ora, poiché possiamo

anche supporre che sia (H,x, . ,xt_l) ;éG ne deduciamo che (H,x,- - -
-+, 2,4)0 (H,x;) =H, essendo | (H,x,): H| = p, primo ([4], main theo-
rem). Allora, posto N=Hw s, ,...,4_, €d M =Hy ,,, risulta, come gia osser-
vato nella dimostrazione del Lemma 3, Hg =M N N; quindi possiamo sup-
porre M N N = {1}, per cui G & periodico (Lemma 3), né sard restrittivo
assumere | x; | potenza di 'primo (Z=1,---,%). Proviamo che (N,x,) & un
gruppo copritho con (M, %, ,- - -, %,_,), e che (N, x,) <G, (M, 2, - -, x,4) <G.
Anzitutto, osserviamo che |[N|=|H: M|=g¢, primo, e ¢ <p=
= | (H,x,) : H| ([4], main theorem); vediamo ora che |x;|= p, coprimo
con l'ordine di ogni elemento in (H,x;,- -+, x,;)/N: infatti per ogni Ze€ H\N
si pud trovare un y€ (H,x, -, x,,) tale che #¥ ¢ H; ma nel gruppo finito
(H, 2, ¥)[H,0,4 (Osservazione 1) il sottogruppo (xy, N) H 4,0 /Hm e,
ha ordine pg’e ammette un complemento coprimo ([4], main theorem), d’altra
parte evidentemente % ¢ Hy ,,,: se ora || & potenza di primo, |Z| & copri-
mo con pg. In modo del tutto analogo si vede che N & coprimo con (H , x ,- - -
-+, %;4)/N. Ora supponiamo per assurdo che sia | (N, x,) |7 pg. Essendo
H < (H, x,), e dunque anche Hn (N, xt) (N, x;), si avrebbe N < (N, ) N
a +

NH < (N, x’t), scelto allora un Ze ((N ,xt) N H)\N, ¢& possibile trovare

un ye (H,x, -+, x,4) tale che /#¥¢ H; ma allora nel gruppo finito
(H,x¢,9)/Hu,q,y (Osservazione 1) si ha | (N, ) Hu opn/Hu o | = 29,
assurdo essendo 4€ (N, x,) ma % ¢ H,,,,. Risulta dunque |N (z,) | = pg;

26, — RENDICONTI 1976, vol. LX, fasc. 4.
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proviamo ora che N (x,)<9G. A tale scopo, osserviamo anzitutto che
N (x,)< (H, #,); infatti risulta NH@) = N = N {x,) < (H,x,). Ora, ogni
elemento z di (H,x,, -, x,,) normalizza (N, x;) Hiu 4,.,y, € dunque anche
il sottogruppo caratteristico (N, x,). Inoltre x; Hin ., 4 centralizza (N, x,)-
‘Hn 2,0/ Hist 2,25y PET =1, - -, #— 1 ([4], main theorem), ma allora x; cen-
tralizza N (x;), essendo (H,x;) = MX(N (x;)) ed Hpm .y <M coprimo
con N(x;). In conclusione, essendo (M,zx,,--,x,4) < E(N (x,)), risulta
G=(N{x )X (M, 2, -, 2,4), inoltre (M, x;,- -, 2,4 ) = (H, 2, - -, 244)/N.
Siamo ora in grado di concludere che G ha la Schmidt-struttura relativa
ad H, usando induzione su #; infatti se # = 0, 1 siamo nel caso finito; se # > 1
allora (H,x,--,%:4)/N ha la Schmidt-struttura relativa ad H/N (ipotesi
induttiva), e G >~ P, X (H, x(,---, x,4) /N, ove P, = N (x;) ¢ un P-gruppo
non abeliano, coprimo con (H,x,---,x,4)/N.

Tenute presenti le Proposizioni 1 e 3 si perviene al teorema enunciato
nella premessa:

TEOREMA. Sia (H,G) una X—coppia; il sottogruppo H é di Dedekind
in G se e solo se H < (H,x) per ogni x€ G.
d
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