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Algebra. — Alcune questioni di teoria dei modelli per linguagg:
predicativi generali ©. Nota di Piero MANGANI, presentata ® dal
Corrisp. G. ZAPPa.

SUMMARY. — In this paper we define some generalized first-order languages, we prove
the Eos theorem for these languages and give some applications.

0. PREMESSA

Sia p=(2,2,0,0; ) un tipo algebrico e K una classe (non vuota)
di algebre di tipo p tale che:

i) K ¢ astratta;

ii) per ogni # = (W,4,-,0,1;---)eK,(W,+,-,0, 1) sia un reticolo
completo non degenere (0 7 1).

I morfismi fra elementi di K saranno gli omomorfismi completi fra le
parti reticolari, che conservano le altre operazioni.

Sia ora T= (n\,)\,<a un tipo relazionale (n, sono naturali # o e o & un ordi-
nale). Chiameremo K—v—struttura una struttura del tipo: & = (A , RY ;W “‘ﬂ) v<a
dove A & un insieme non Izruoto, w?eK e, perogniv<<a , R(,w: AW,

Indicheremo con 2 la classe di tutte le K—t—strutture ®.

T

Associamo ora un Zinguaggio formale, £, a ¢ e 7, nel modo seguente:
Palfabeto di #° & costituito da una infinitdh numerabile di variabili indivi-
duali V, da comnettivi binari V,\ e da un connettivo (dell’arietd indicata
dal tipo p) w per ogni operazione w « diversa» dalle operazioni «reticolari»
(connettivi differenti per operazioni differenti), dai quantificator: ¥V ,3, dal
simbolo di identita = ed infine da una sequenza {P.,},., di simboli predicativi
(per ogni v < a, P, ha arieth »,). 1 termini e le formule di % sono definiti
per induzione nel modo consueto.

K
SesZ/ed;,6:V—>A eB ¢ una formula di &, il valore di B in o sotto

P'interpretazione o (valore che indicheremo con il simbolo |{3|f ) ¢ definito,

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivitd del GNSAGA-CNR (1976).

(¥*) Nella seduta del 10 aprile 1976.

(1) Per semplicita di trattazione abbiamo escluso i simboli « funzionali» (e le « costanti
individuali») dal tipo p.
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per induzione sulla struttura di B, nel modo seguente:

81, se o (v5)= o(vy) (vi,v;€ V)
i1 95

|v;=v; | = . i
( o, altrimenti

.
(IP (vll’ ) ’vmv)l ‘—R (6(7)11)» ":G(Win\}»

1BV B =187+ 18 5 (B A B =180 ] B |7
[0 @y B =7 (B B )
& 7=
) |30F3lc~i;1§{[ﬁ[c ‘G”G} (veV;c’:V—»A;é'fo‘
iif) [Vvﬁlcf{:infﬂ B : o'=0) sta per o'} V—{v} =0 } V—{2}).
\ ad ? «

E facile verificare che, se 8 & un enunciato di %, per ogni 6,5:V —>A |
[8[7=|p|Z. Scriveremo allora | @ [¥ al posto di |8 7.

Se | B |¥= 1, diremo che B & «wero in o sotto 6» e scriveremo o |= B,
(1 & il solo valore « designato »). Se 8 ¢ un enunciato vero in & scriveremo
ot =8

Definiamo anche i seguenti simboli:
Th () = {8 : B enunciato di &Z% vero in &}.
Th,, () = {8 : B enunciato di #% tale che |B |“= w} (we W¥).
o =R allorché Th (&) = Th (#).
Valf = {g:8 enunciafo diZ% e, per ogni A€ ZK: , & =P}
Due formule B, , 8, di &% si diranno logicamente eq;z'wlentz' (e si scrivera
B, ~ By) allorché per ogni o € i e per ogni 6:V —A si ha: |8, [¥=8, |¥.

E facile ora costruire Palgebra di Lindenbaum—Tarski FP relativa al
linguaggio #F, a partire dall’algebra delle formule F.° di tale linguaggio
ed utilizzando la congruenza ~.

Si ha:

PROPOSIZIONE 1.
iy #feVar(K) (Classe equazionale generata da K).

i) F ¢ «funzionalmente libera» in Var (K) se a>o0® (cio:
Var (#f) = Var (K)).

(2) Ciot se in £ c’¢ almeno un predicato (differente dall’identita).
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Prova:

\

Ovviamente & ¢ di tipo p. Basterd ora provare che % soddisfa (esat-
tamente, se « > 0) le stesse equazioni (nel tipo p) soddisfatte contempora-
neamente da ognz algebra di K.

Sia allora # = #, un’equazione (nel tipo p e nelle variabili di un insieme
X opportuno) valida in ogn: algebra di K e 7' : X — #f e verifichiamo che
t, = t, vale in & sotto 7. Siano w I'epimorfismo canonico di F; su Z° ed
1 : X — F? tale che p.en = ed indichiamo con 7 I'estensione di % ai termini
(in p ed X). E di routine verificare ora che 7 () e % (%) sono due formule di
&% logicamente equivalenti, da cui segue che 4 = #, & vera in % sotto 7.
Siaora a> 0 e 4 =14, verain Z;. Esista, per assurdo, #'€ K ed n: X—>W
K

tale che 7 (#)7 7 (#,). Poiché in ) ci sono tutte le T~-strutture (e nel linguag-
‘ = K

gio c’¢ almeno un predicato differente dall’identity) esisterd sZ€ )] tale che
T

W =W ed almeno una Ry avrd codominio 27 (X). Potremo allora definire
6:V—A in modo che |# |¥+ | £ |7 e questo & assurdo, poiché dall’ipotesi
che ¢, =1, valga in Z¢ segue che # ~# (con il simbolo # (7 =1, 2) abbiamo
indicato la formula di % ottenuta da #;, in modo «naturale», «sostituendo»

opportune formule atomiche del tipo P, (v, - -, v;,) alle variabili di #).

OSSERVAZIONE. Il risultato ii) & chiaramente falso senza l'ipotesi « > o,
poiché le formule atomiche, nel caso a = 0, assumono solo i valori o ed T;
un 'controesempio si ha considerando la logica associata, nel nostro modo, |
ad un reticolo modulare, non distributivo.

Concludiamo la premessa osservando che, con opportuna specializzazione
di o e di k, molte delle logiche predicative (logiche booleane, logiche di Post, cfr.
[4], logiche di Y.ukasiewicz, cfr. [5]) rientrano nello schema precedente ®.

1. MORFISMI ED OPERAZIONI ALGEBRICHE FRA X—71-STRUTTURE

Vogliamo ora indicare brevemente alcuni concetti di « morfismo » per le

Z—7-strutture e dare alcuni risultati su questioni connesse con tali concetti.
' K

Siano d:(A,Rﬁf,“//f&{) e é«?:(B,R?,Wﬁ)e > diremo  mor-

JSismo da s/ a # un’applicazione %:A— B tale che, per ogni v<a
ed ogni (a, --,a,)€ A™, si abbia: se RY (a1, - ©ya,)=1 allora

R\.? (il (@), "}l(anu)) = I.

(3) Naturalmente avremmo potuto introdurre /’algebra cilindrica generalizzata associata
al linguaggio £P°:(FP, 3;, V;,4d;) i.i<o dove, per ogni [8] di 7, 3;[B]=
=[3; B8], V; [Bl=[V7;B], d;;= [7; =;]. Uno studio di tali algebre e delle loro «astra-
zioni» pud presentare un certo interesse nel caso di logiche (Post, Eukasiewicz, etc.) «im-
portanti», ma non verrd affrontato qui. Per il caso classico cfr. [3].
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Diremo morfismo stretto da </ a % una coppia (%, %) tale che:
i) 4#:A —B.
ii) £ & un omomorfismo completo da w7 aw?
iii) Per ogniv<a ed ogni (a1, -,a,)€A™ si ha: 4(RY(a,--,a,))=
=RV (2 (ar), -+, % (an). '
Un Zsomorfismo & un morfismo stretto tale che % ¢ biiettivo e 4 & un iso-

morfismo. Se esiste un isomorfismo fra &7 e # scriveremo: &/~ %. Ovvia-
mente se (%, £) & un morfismo stretto, % risulta un morfismo fra, Z—t—strutture.

Si ha ora il seguente:

LEMMA 1. Se (4, k) ¢ un isomorfismo fra o/ ¢ B si ha, per ogni formula P
di LT R(BI) = 1Blios(6:V>A).

Dimostrazione. Per induzione sulla complessitd di 8; 'unico caso non di
routine ¢ il caso B = Jvy (oppure § = Vv y). Faremo la dimostrazione per il
caso Fvy.

Si ha: A(|Iy [ =4 (up {|y [ :c'=c})=sup {£(|y [:): 0’ =0}
w w% v

\

(poiché un zsomorfismo fra reticoli completi ¢ completo). Applicando ora

Vipotesi induttiva si ha: sup {£(|y &) :0'=06} = sup {|¥|roer : ¢’ =0} =
v v v v

sup {|v |2 G=hoop = |y I3, (infatti: se G=hoo esiste un o' :V—>A

wB ' .

tale che o’ =c-e koo’ =5, poiché basta porre ¢’ = /1o o).

Si ha ora il seguente:

COROLLARIO I. Se A ~F allora F = AB.

Non ci dilunghiamo ulteriormente sui concetti categoriali relativi alle
K-r—strutture, essendo la questione del tutto di routine. Osserviamo soltanto
K

che /la classe Z ¢ chiusa sotto i prodotti diretti nel caso che K lo sia.
T

2. ULTRAPRODOTTI DI K~=7t—STRUTTURE

Vogliamo ora definire il concetto di ultraprodotto per K-t—strutture e
provare I'analogo del teorema di Y.os. Da cid seguiranno diverse interessanti
conseguenze.

Sia {#}ie1 (#; = (A;, RY; #¥),o,) una famiglia non vuota di
K——strutture, :

Se fi, -, fo € ?EI(Ai, definiamo {y,,..., 5,) € H #% nel modo seguente:

YRy = RYF(A(E) 5o+ -, Sy ()
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Sia ora D un filtro su I e 3,5 le relazioni di equivalenza ad esso asso-
ciate rispettivamente su X A; e [ w7, Si ha:

iel el
LEMMA 2. Se /15 /1o s fay D Jay @Ot Qg p 5 T dist, o g -

Siano:
A={ie 11 £, (5) = f1 (O}
Ay, ={ieL: fo, () = fo, (O}
A=feT: 4@, . 5=V .t

Per l'ipotesi A, N --- N Ap,€D. Sia 7€ A, N --- N A;: Si ha
REA@) s fan (@) = R (AG) -, fay (). e dunque 7€ A

Poiché allora A2A; N -+ N A, segue che Ae D ed il lemma & provato.

Siamo ora in grado di definire il concetto di prodotto ridotto (della famiglia
{#}ie1, rispetto a D): poniamo & = H Z[D = XA D, RY TI W”"”/D),
1€l

dove, per ogni [f1],- - :[fnv]eXAle si ha RY ([fl] sl D= )]

Si osservi che, in generale, o non appartiene a Y,. (Ovviamente se
K T

II 7 “DeK, allora #¢ Z)

i€l

Se D & un ultrafiltro su I, T]«/;/D prende il nome di u/traprodotto della
i€l
famiglia {&7;};c1, rispetto a D.

Si ha ora il seguente:

LEMMA 3. Se D ¢ witrafiltro principale su 1, gemerato da {j}, allora
Tl /D~ -
- Nelle ipotesi del lemma si ha: q WM’/DN% e X,,Qé’ D~ ;.

Siano allora £ I'isomorfismo canc;renco di [T# YD su A (k [g] =& ()
ed % la biiezione canonica fra }([%/D e A;I@ [f1=F).

Proviamo che (%, £) & un is;jnorﬁsrno fra o = T] /D ed . Sara
sufficiente provare che: £ (RY ([A],---, [fu]) = R (}:X[ AR AV}

bra:

ERY AL D) = & (Vg ) = Whseees sy =

= R (A ) s sy G = RS G LA sk L)) -
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Il lemma ¢ cosi provato.

Abbiamo dunque che ultraprodotti « interessanti» si ottengono soltanto con
ultrafiltri non principali.

Sia ora {#7,};c1 una famiglia di K—t—strutture e D ultrafiltro su I.

Indichiamo con A I'epimorfismo canonico di J[ #™* su ] #7¢D, con
i€l 1€l

. . oy A A . .
2: la proiezione di T #¥* su # con yu 'applicazione canonica di X A;
i€l 1€l
su X A;D e con x; la proiezione di X A; su A,.
iel i€l

\ . -
Se cre('xI A,;)", denotiamo ;o6 con ¢; e pes con G.
1€

Sia, per il seguito, verificata la seguente condizione:

* TI # 7D eK (o, piz debolmente, che T WD sia completo come reticolo™).
iel

el

v
Se consideriamo allora, per ogni formula « di %7 ed ogni o€ (XA,-)

b
i€l

va€ TI #, definito da 33 (?) = |« |f’ si ha il seguente fondamentale:
i€l
I ;D
TEOREMA. |« I%GI = [Yel- (Zala teorema é I'analogo del teorema di

Los per. gli ultraprodotti mel caso classico).

Dimostragione (per induzione sulla complessita di «):

Sia « atomica: Se « ¢ del tipo P, (7 ,---, #,,), 'enunciato del teorema &
vero per la definizione di ultraprodotto.

Sia allora o del tipo: 7; = ;.

Se |o, =10, | =1, allora:

G (W)=5 W) =A(c@)=nr(c(@)=>{iel:(c(r) (@) =(c()) (@)}eD=
={iel:o;(v) =0;(w)}eD=>{el:|v, =10, ]f:"z 1}eD=
= {ZGI : ng_:vg(i> = I}e D = [Xgl=v2] =1T1.
Se |o,=1|¢ =0 allora: 5(2)#5 ()= {iel:0;(e)) = o, (v5)} ¢ D.
Poiché D & un witrafiltro: {i€ 1: 6;(v)) # o; (v5)}€ D e quindi:
iel:|oy=n | =oeD=>{iel:y}_, () =oteD=[y5_,] =o.
Sia vero I'enunciato del teorema per le formule «, B, 0y, -, «, di % .
Proviamo che risulta ancora vero per le formule a VB, a AP, @ (o, -+, ).

(4) L’ipotesi, sotto condizioni meno restrittive delle nostre date nella Premessa, potrebbe
essere eliminata.
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Sard per questo sufficiente provare che

. _ nw . . s s+ &
Aoy, oy — wicl (Xal PR X«x,,) ’ XOCOB = Yo+ X8

Ad esempio:
Cove @) = |aVB T = | [T B =) 8@ = Gt @),

per ogni z€ 1.
Sia vero I'enunciato del teorema per « e proviamo che ¢ ancora vero per
Ve ed Joe.

Permettiamo allo scopo alcuni lemmi:

(1) Per ogni oy€ (_2§A,—/D)V esiste un G € (X AY)Y tale che oy =5 (dimo-
Strazione ozzw'a)z.e N

(2) Se oy, 0,€ (X A)Y sono tali che &, = o, allora [y3t] = [x22], per ogni
formula o dZ‘E}q.p.

Dimostrazione. Sia A = {ie 1:y3 (@) = 32 ()} Proviamo che Ae D.

Poiché, per ogni v€V, si ha [o, (¥)] =[o, ()], segue che {zel: (5, (v)) (¢) =
= (0, @)) (?)}€ D, cioé che {fel:oy;(®) =0 ®}eD. « ha un numero
Jinito di variabili libere, diciamo 27, - -, 7. Poniamo: Af = {7€ I : 6y; (v]) =
= oy (WD}, -+, Ay = {F€l 1 oy (V) = oy (W)}

Ovviamente Af N - -+ N AjeD. La prova sard completa se A2ATN - --

-+- N Ay Sia je AT N -+ - N AG; allora oy, coincide con oy; sull’insieme delle
variabili di « e quindi |« |gf] = |a [ﬁ;, da cui infine, per la definizione di
Yo, J€A.

3 D Fa=_inf {50 =0}
‘ ITw
€l
. G o' r
ii = su : 6’ =o}.
) Azom ]_[WI;"{X:: » }
el
(Ricordiamo che un prodotto diretto di reticoli completi & completo e sup
ed inf nel prodotto sono «determinati» componente per componente, dal
sup e dall'inf dei fattori).
Proviamo, ad esempio, la 7.

] N o oAy . Ay, ’_ X lrN ., 1
Ayoa (2) = | Voo |°i _,,l,rg,{l o [oé c G oi} ;ﬁi{Xa #):o > o}
(Lultima eguaglianza vale poiché: se o’=¢ allora ovviamente (6")i=o;

\ . ! . r . —
e dunque (¢"); & uno dei o;; viceversa, se 6;=0; esiste un s=oc tale che
v

(9)i = o3).
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(4) A conserva i supfemz' (e gli infimi) dei «rettangolin in T] W i (ciod dei
sottoinsiemi Z < J[#"7¢ tali che Z = X 2: (D). iel

i€l
Sia infatti Z wun rettangolo in ]_[I W, proviamo che, posto
1€

t= sup{z:2€Z}, [{] =sup{[z] :2€Z}. Ovviamente [f] > [2], per ogni
z€Z. Sia [x] >[z], per ogni zeZ: allora {fel:y;>2}€D, per ogni zeZ.
Se fosse [f] <<[+] si avrebbe: {rel:g 5';xi} €D, cioe {7el: sup
{2;:2€Z} <8 Xz} €D ed infine {fel: esiste 2,€ p;(Z) con z; <4< y;} € D.
Esisterebbe allora un elemento z,€ H wi tale che [z] ‘\ [#] e 2€Z, il
che ¢ assurdo.

Stamo ora in grado di completare le dimostrazione del teorema fondamentale:

oD I sZ;D
| Voo I%ET :lrr}fwﬁ'/n{l e I%,EI Dol = o} = mf {[Xa] G _c}
z

el 1,61

Per il lemma (4) si ha ora:

inf o] ey =[inf {0’50l = [l
i€l i€l

Sempre nell'ipotesi del teorema fondamentale si ha il seguente:

COROLLARIO 1. Se a & un enunciato di £ si ha: T] /D |=a se e solo
se {iel.;|=a}eD. el

Come applicazione di quanto visto sopra si ha:

COROLLARIO 2. Se K & chiusa sotto gli ultraprodotti allora la logica %5 é
compatta (ciog, se I' & un insieme di enunciati di %/ tale che ogni suo sotto-
insieme finito ha un K—-t—modello allora I' ha un K—v-modello). -

L'ipotesi del Corollario 2 é evidentemente soddisfatta se K é assiomatica
(nel tipo p) e l'insieme degli enunciati veri in K ha soltanto modelli finiti.

Come conseguenza di quanto osservato ritroviamo la compattezza delle
seguenti logiche:

1) Logi;:a predicativa classica.
2) Logiche predicative di Post (cfr. [4]).

3) Logiche predicative di Y.ukasiewicz, con un numero fiznito di valori
verita (cfr. [5]).
Abbiamo inoltre che risultano compatte, ad esempio, le logiche seguenti:

4) Logiche predicative su reticoli finiti.

5) Logiche predicative suz algebre di Heyting finite.
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Concludiamo con i seguenti problemi aperti:

a) Se Var (K) ¢ ricorsivamente assiomatizzabile, ValX & ricorsivamente
enumerabile?

6) Costruive un calcolo alla Gentzen per le logiche £F, quando Valy
¢ ricorsivamente enumerabile (cfr. [6]).
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