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Algebra. — Proprietd ¢ model-completamento di alcune varieta
di algebre di Lwukasiewicz. Nota di FrRancEsco Lacava e Donato
SaEL1, presentata ® dal Corrisp. G. ZaAPPaA.

SUMMARY. — In this Note some algebraic properties of E,-algebras are studied. Model-
completion’s existence and axioms, for £, theories, are found.

1. PROPRIETA ALGEBRICHE DELLE }.,-ALGEBRE

1.0. Riterremo noti i contenuti di [3], [4] e [6] e adotteremo, per cid
che segue, le notazioni di [8], con la sola aggiunta che indicheremo con %
il linguaggio con cui sono « descritte » le varie teorie.

Ricordiamo inoltre che:

I n—2
1) Posto C, = o, RN , 1V e sex,y€eC,:
7n—1 7n—1

x@y=min(x+y,1)ex =1—uzx;
%n=(Cn, ®, ;0,1 )¢ una L-catena per ogni naturale » > 2.
2) In ogni MV-algebra:
@) x+y=0 sse x=0 e y=0,
b x-y=1 sse x=1 e y=1I.

3) In ogni MV-algebra se x\Vy = 1 e x ey sono confrontabili allora
x = 1 oppure y = 1.

1.1. Indichiamo con ¥; e ¥.5C le estensioni di . e L.C rispettivamente,
ottenute aggiungendo ai loro sistemi di assiomi 1’assioma:

4m xxV(x +2)V(Ex +2)-(xx) =1

Diremo Ls—algebre i modelli di £4 e Es—catene i modelli di £5C.

LEMMA 1.1.1. [n ogni Y.g—catena se x 7 1 e x 70 allora x = x', inoltre
se anche y 71 ¢ y 70 allora x = y.

Dimostrazione. x dove soddisfare ayy; poiché x % 1 & anche x-x # 1,
da x #0 segue che (x +x) 51, cosi deve essere x-xV(x +x) &1 e
@F+x)@x)y=1dacuixt+rx=1c¢e (x) =2 +2 =1 cioe =21
Cosi anche y = 3, ne segue 2’ +y=2x 4+ e per agx = .

(*) Nella seduta del 10 aprile 1976.
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COROLLARIO 1.1.2. 1.3C %4a (a meno di isomorfismi) due soli modelli: le
Y-catene Cy e Cy, onde é decidibile.

Si verifica facilmente che il Lemma 3 di [4] assume in questo caso la
forma:

LEMMA 1.1.3. Ogni Lgalgebra é prodotto sottodiretto di ¥ g—catene.

COROLLARIO 1.1.4. La teoria unmiversale di Y.q & decidibile ©.

1.2. Indichiamo con T, (&) l'insieme di tutti i termini di % con al pil
»n delle variabili x,---, x,.

Se #, %€ T, (&) poniamo:

b ~gly sse gty =l (gt =t sse Cy =4 = 4)

¢ ovvio che ~j; ¢ una relazione di equivalenza in T, (£).
Se #, e §, € T,(¥)/~s poniamo:

—_ A - -~ —
1

htta=14 11 € (&)

si verifica immediatamente che queste definizioni non dipendono dai rappre-
sentanti e che la struttura T, ; = (T, (£)/~s,+, "o, 1) & la Lyalgebra
libera su » generatori. Notiamo inoltre che ogni elemento di T, s pud essere
riguardato come una funzione da Cj in C,, inoltre elementi distinti danno luogo
a funzioni distinte.

Indichiamo con F, ; linsieme di tutte le funzioni da Cj in C; se
/ e g € F, ; poniamo:

FiIo@=/@oeg@ e (FH@=F@) per ogni zeCi;

notiamo con 0 e 1 gli elementi di F, ; che assumono valore costante o e 1
rispettivamente; la struttura &, = (F, 3, I,7;0,1 ) ¢ una Zj-algebra.

Se si fissa una relazione di ordine totale su Cj la rappresentazione mediante
«tavole di verita » delle funzioni da Cj in Cj ci suggerisce come ogni tale fun-

. . . . 7 - .
zione pud essere identificata con un elemento di C3 ; risulta cosi evidente che
7
Fns =~ Gy

TEOREMA 1.2.1. T, 5, & isomorfa alla sottoalgebra ?ﬁn ®§f§"”"2") di %3”.

(1) Un risultato pilt forte (decidibilita della teoria Ej) si pud ottenere da fatti generali
sulle algebre quasi primali (cfr. [6] e [2]).
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Dimostrazione. — Supponiamo di aver elencato ordinatamente tutti gli
elementi di Cj:

(au:" ) dln)

(‘121 :""azn)

............

in 2" di queste z—ple di elementi di C; non compare I'elemento 1/2, suppo-
niamo di aver elencato prima queste e poi tutte le altre.

Definiamo wuna applicazione ¢ da T,(&)/~; in C¥ come segue:
se ie T, (£)[~s poniamo:

AT Ll B .

t(agny,- -, “3’%)

. . N . N . . 8
Si verifica che ¢ & ben definita ed & un monomorfismo proprio da T, ; in €3 .
Osserviamo che se:

by
B ¢ (T (#)[~s), si ha b;5~ 1/2 per ¢ =1,---,2 (%, & sottoalgebra

és”
di %,); da cid segue che @ (T,,,) & isomorfa a 42 Q%S 2.

OSSERVAZIONE 1. Dato un termine # (% ,- -, %,) € T, (¥) possiamo sce-

gliere (uniformemente) un rappresentante di € T, (#)/~s3, che diremo una
«forma canonica? di ¢ in L;. ‘

Per quanto detto prima si ha: #(@j, -+, ;) =6;€C3 e se b;=1/2
vi & almeno un 7 per cui a; = 1/2; associamo a (2;, -, a;,) il termine
spN-++ N\ sj, dove:

[ (x; + xi)'. se a;=o0 e b;#o0

x; /\’-’; se a;=1[2 e b;=1]2
sii = | (&5 + % (- 29) se ajp=1[2 ¢ b;=1
X% se az=1 e b;7#o0
o se b;=o0

il termine V¥ ( A} Sji) € &
j i

24, — RENDICONTI 1976, vol. LX, fasc. 4.
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1.3. Sia #=(B,V, ;0,1 )un’algebra di Boole. Consideriamo il
sottoinsieme A di B? costituito dalle coppie (x,y) con x <y e definiamo in
A le seguenti operazioni:

(1,30 + (2, 32) = (2 Ayi) V(xz Ay s 31V 2)
(% ,J’>' = (x Y- Vx):

si verifica che la struttura &/= (A, +,";(0,0), (0, 1)) & una Esalgebra.

Notiamo che & si pud immergere canonicamente in ./ nel seguente modo:
per ogni x € # poniamo: ¢ (x) = (o, x).

Chiameremo &/ la Y.g-algebra associata a 4.

Siaora &= (A,+,";0, 1) una E,-algebra. Consideriamo il sottoinsieme
B degli elementi idempotenti di ./ (chiaramente B=2A={2x:x€ A}) ®;
tale insieme con le restrizioni delle operazioni definite su A & un’algebra di
Boole (cfr. [3]). Tale algebra verrd chiamata algebra di Boole fondamentale
di .

Sia &/ la Es-algebra associata all’algebra di Boole fondamentale di &/
Si ha il seguente risultato:

PROPOSIZIONE 1.3.1. & & « canonicamente» immergibile in L.
Anteponiamo alla dimostrazione alcune premesse.

DEFINIZIONE. Se x € A diremo l'elemento ((2x)' + %) '¢nvariante di x;
se ((2x)" +x) =« allora diremo che x & invariante.

LEMMA 1.3.2. Sia o una Yy-algebra, si ha:
1) se x € A, (2 %) + x) é invariante;

2) se x ¢ y sono invarianti ¢ 2x — 2y allora x = .
Dimostrazione
D (@Ex +2)) + (22 +2)) =
=G +x +e®'+ 2+ 0 +x) = (22 +2)
2 A y=@a) x4 (@t =Gy Fr+ 2yt =
=y tr+@y+y)=y+=,
Y+r=0"+D)VG +2)=
='+0)VE'+y) =1

(cfr. 3], § 3), cioé x = y.

(2) Si pud infatti facilmente dedurre 3372 = 2 x.
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Dimostrazione  (Proposizione 1.3.1.). Definiamo una applicazione ¢
da A in A come segue: se z€ A, Y (¢) =(2(22)+ 2), 2 2). Chiaramente
2((22)'+2) <22z La { conserva le operazioni:

V) =@ (@xY+), 22) = @ (@2 + 2, 22 + 2 (2 #) + 2)) @ =
=2 ((zx) +2),2x) = ({ ®). Analogamente per la somma. La ¢
¢ iniettiva. Infatti sia ¢ (&) = ¢ (2); allora 22=22 ¢ 2((22) +2) =
= 2 ((2 2p)' + #,)’. Peril Lemma 1. 3.2 I'ultima uguaglianza ci da ((2 2)' + 2))'=
= (&) + m)'. Alloraz, = (#1) = (=14 (2., + )Y = (@ 2 + (@ 2 +2)) =
=(22)'+ ((22)+2)) = (at+(2atz)) =2

La dimostrazione & cosi completata.

2. MODEL COMPLETAMENTO DI .,

2.1. TEOREMA 2.1.1. La teoria Y3 ha la proprieta di amalgamazione.

Dimostrazione. Siano A;, A, A’ modelli di X.; e 7,7 due immersioni di
A, rispettivamente in A e A’. Siano B, , B e B’ le algebre di Boole fondamentali
rispettivamente di A; , A, A’. Le restrizioni di 7 e 2’ a B; danno due immersioni
-di B; in B e B’. Sia H un’algebra di Boole che amalgama B e B’ e siano j e ;
le immersioni di B e B’ in H.

Sia H la ¥.3-algebra associata ad H. H amalgama A e A’. Si ha infatti:

- - -
-~ -~

- ~

-7 ) =~ j‘-
ANANANANN 4 ~
. A B’\ Sl
/ 7/'IB Rl
A AN NS R H A~r~nr— H

1A LY > P
’L\A )\‘B / /’q

1‘ Al . B -

\\’\\ - J1

dove ji @) =(j (2 () + %)),/ 22) e 1@ ="'+ 2)),/ (22).

COROLLARIO 2.1.2. X3 %a model completamento.

(3) Infatti si ha:

@2)+2(@x) +2)'= @0+ (22 + 2"+ (22) + 2)' =
=2+ (2x+2) + ((22)' + 2)' = 2"+ (2%) + 2);

inoltre

@+ (2x)+2)+2+2=E+ @) +2)+ @) +xr+ar=1
@+ 2+ 2 ((22) +x)'=x)+ s+ ((22) +2) =1

22 =zx"4+ ((2x) + x).

e quindi
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Dimostrazione. Segue immediatamente dai risultati di [2] per algebre
quasi primali e per il Teorema 2.1.1. Lo stesso risultato si ottiene mediante
un teorema di Morley—-Waught [1] utilizzando i Teoremi 1.2.1 e 2.1.I.

Da tale teorema si ha anche che il model completamento & Rs—categorico.
2.2. LEMMA 2.2.1. In ogni Yg—algebra valgono 7 seguenti:
i) se x é idempotente x Ny = x-y ;

ii) se x & idempotente ¢ '} & la soluzione dell equazione x = x' allora

2@ =20+ =2
iii) se x ¢ inmvariante ¢ y ¢ idempotente ¢ (2 x)-y = 0 allora I'invariante
di x+y é x.
Dimostrazione.
i) = Basta dimostrare che (¥ +x)'+z") < (&'+ »")’. Infatti:
(y +xl)l+ x’ + (xl+yl>l — (y __[_ xl)l + xl +xl + (xl __l_yl)l —
=+ +2 +y+ @&+ =1;
i) T tr=E DA =G+ D +HE+H D=
G+ DA =G+ D r = +T+a) =o
quindi
2@+ D A2z =20+ Ax=o0;

i) (@E@E+M'+r+y)=Cr+nN'+ty+x =
=(Ca'+¥)+ @2+ =
— @)y + R+ = (@A + ) =
TEOREMA 2.2.2. Sia & una Yg-algebra che ammette soluzione per [I'equa-
zione x == x'. Sia B la sua algebra di Boole fondamentale e sia o la¥.,~algebra

associata a B. Allora s ¢ isomorfa a sf. (In altre parole comunque presi due

elementi x ,y€ & con x <y esiste sempre uno ed un solo z€ S che soddisfa
il sistema:

x=2((22)+2)

y=22z

Dimostragione. Sia z=(x + 1 + (¥ +2" +1). Osserviamo
innanzi tutto che (' + 1)’ & invariante. Infatti:

CE+DY +E +DY = +i+4 + +2 +D =G+
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Inoltre
CE+NF+2@+D) =CE+D) O/ +2@+D) =0

quindi per iii) del Lemma precedente I'invariante di z¢& (x' -+ 1)".
Per ii) allora si ha che 2 ((22)'+ 2)’ = z. Infine:

=2+ 20/ +2@ +D)V =220 +0)=x+20"N\y) =
=2+ Ny +2 Ay = @+DAE+ ) +7 Ay =2+ y+2 Ay = .

Il teorema & cosi dimostrato.

Sia Ixy-- 3%, 9 (%, -+, %n,Z) una formula esistenziale nel linguaggio
& con Z variabili libere. E evidente che tale formula pud essere trasformata
in una del linguaggio delle algebre di Boole del tipo:

T - 3, W S A A Sy A a(xl:'"yxnryly"',yn;'él’22)

dove ¢ & ottenuta da ¢ sostituendo le operazioni + e’ con le corrispondenti
operazioni definite per le coppie del § 1.3.
Si ha allora:

COROLLARIO 2.2.3. Nelle ipotesi del Teorema 2.2.2

. A'=3x1...axn(P(xl’---,xn,ﬁ)
sse
Bedy: 32, I I S A Az, <

Syn/\a(xl )ty Xy M1 ""’yn:ﬂ:l(q) ﬁi))’T%(“p (m)) ,

ove Y & [applicazione definita nella Proposizione 1.3.1 e myz =1,2 ¢ la
proiezione della i—esima coovdinata. '

LEMMA 2.2.4. Sia & una Y.o-algebra che soddisfa Ix (x =x"). Allora esiste
una corrispondenza biunivoca fra gli elementi dell’ algebra di Boole fondamentale
di o e gli elementi invarianti di 4 che conserva [ ordine.

Dimostrazione. Sia x € & un elemento invariante; definiamo @:x — 2 x€ Z.

Viceversa se y€ #,¢ 'y — (¥ + ). Si ha infatti immediatamente dai
lemmi precedenti che ¢ (¢ (x)) = x se x & invariante.

Segue banalmente anche che ¢ conserva l'ordine.

LEMMA 2.2.5. Sia o una Y.algebra che soddisfa Ix (x = x'). Allora o/
e priva di atomi sse B & priva di atoms.

Dimostrazione. Basta osservare che un atomo di o/ deve essere invariante.
Infatti si ha sempre (x' 4 })’ < x. L’asserto segue quindi dal lemma prece-
dente.

TEOREMA 2.2.6. Sia & una Y.g-algebra priva di atomi che ammette solu-
gione all'equazione x = x' Allora s/ ¢ esistenzialmente chiusa.
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Dimostrazioni. Sia &' una Lg-algebra con
A—>A e Ay, o, I, @y, vy Xy, )

una formula esistenziale a parametri in A, vera in «&’. Allora se &' &
'algebra di Boole fondamentale di &' ¢ # quella di 7, si ha che

B =3, Wy WG S A NAx, <
S INT Gy T2 s T () (), ( ().
e poiché # & esistenzialmente chiuso
Be=Ar -, Iy (1 S A - Ax <
SN Frs s Xns Vi s Yooy T (Y (), T (Y (1))).

Ma per il Corollario 2.2.3 si ha che & =3 Ix, ¢ (27, -, 2y, 7).

COROLLARIO 2.2.7. La teoria Y, con laggiunta dei seguenti assioms:
1) Ixr (x =)
2) Vx(x Fo—>Fy(y FoNy FxNy <x)

é il model completamento di ¥.,.
Dimostrazione. Immediata dal Teorema 2.2.6 e da noti risultati (cfr. [5]).

OSSERVAZIONE 2. L’unico modello .7 del model completamento, in cardi-
nalitd 8, non coincide, in questo caso, come per le algebre di Boole, con l'al-
gebra libera su un’infinitd numerabile di generatori. Infatti ogni immagine
omomorfa di & deve contenere 1 e quindi la stessa algebra di Boole fondamen-
tale non puo essere immagine omomorfa di .

OSSERVAZIONE 3. Salvo una maggiore complicazione nelle definizioni e
nei calcoli, tutti i risultati ottenuti per le £.5-algebra possono essere generalizzati
per le &, ,—algebre. Naturalmente I’assioma 1) per il model completamento
sard sostituito da 1) 3x (z — 1) x = &").
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