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Topologia algebrica. — Swull’anello caratteristico di estensiont
di algebre di Lie. Nota di Renzo Mazzocco ), presentata *V dal
Corrisp. E. MARTINELLL.

SUMMARY. — For any Lie algebra extension, satisfying suitable conditions, a simple
method for the construction of ‘“ constant invariant ”” forms of all degrees (and hence for the
construction of characteristic classes of all even dimensions) is given. Taking a Lie algebra
extension, associated with a smooth real vector bundle, one obtains a well known system of
generators of the classical characteristic ring of the vector bundle.

1. INTRODUZIONE

Sia¢:0—>H-> PL T -5 0 un’estensione di algebre di Lie,con H, P, T
algebre di Lie su un anello commutativo R con unitd nonché moduli su una
R-algebra commutativa F con unitd e soddisfacenti ad opportune altre con-
dizioni (ved. [5], p. 499). In [5] N. Teleman ha introdotto per ogni & siffatta
le nozioni di connessione, curvatura e di algebra Iy (H , F) di forme cosiddette
«invarianti costanti» usando le quali egli costruisce un sistema di elementi
della coomologia Hy (T, F), indipendente dalla connessione, chiamato anello
caratteristico di &.

Sempre in [5] & provato poi che se & =& (E) ¢ assocrata (nel senso che
sara ricordato al n. 3.1) ad un fibrato vettoriale reale o complesso E dotato
di connessione, allora l'algebra delle forme «invarianti costanti» coincide
con 'algebra delle forme invarianti nel senso di S. S. Chern e A. Weil e quindi
Panello caratteristico di & coincide con P'anello caratteristico del fibrato vet-
toriale E.

Ora si sa che 'anello caratteristico di Chern e Weil di un fibrato vet-
toriale reale o complesso ammette come base le classi di Pontrjagin o rispet-
tivamente di Chern che, come noto (ved. per esempio [2], Cap. XII), si
possono costruire tramite la curvatura usando opportunamente la funzione .
determinante.

E altresi noto che tale anello caratteristico ammette come sistema di
generatori le classi di coomologia ottenute applicando la funzione traccia
alle potenze esterne della curvatura (per il caso complesso, ved. per esempio
(4], p. 761-762).

Ebbene, scopo della presente Nota & quello di dare anche per le esten-
sioni di algebra di Lie &, nell'ipotesi che il nucleo H abbia un’opportuna

(*) Lavoro eseguito nell’ambito del Gruppo Nazionale per le Strutture Algebriche e
Geometriche e loro Applicazioni del C.N.R.
(**) Nella seduta del 13 marzo 1976.
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struttura di algebra di Lie (n. 2.1), un procedimento per la costruzione di
sistemi di classi caratteristiche.

Si prova poi che il procedimento trovato applicato al caso di & =& (E)
con E fibrato vettoriale reale, da (a meno di fattori moltiplicativi costanti),
il sistema di generatori dell’anello caratteristico di E ottenuti applicando
la funzione traccia alle potenze esterne della curvatura.

2. COSTRUZIONE DI SISTEMI DI CLASSI CARATTERISTICHE
DI ESTENSIONI DI ALGEBRE DI LIE

2.1. Siaé&:0—H L PL T &6 unestensione di algebre di Lie come
precisato al n. 1. Supponiamo inoltre che il nucleo H di & sia un’algebra as-
sociativa su F e che, indicato con /; X /%, il prodotto di due elementi %, , 4, in
tale algebra, la struttura in H di algebra di Lie su R (ed anzi su F) risult:
definita mediante il prototto crochet:

(2.1.1) [y, ley| = ly X g — Dy X Aty .
Infine, identificando H con 1 (H) C P, supponiamo che risulti:
(2.1.2) [p,7aXhs| = [p, Xty + IuX[p,h)], VpeP e Vi, heH,

donde si trae in generale:k
(2.1.3) (B, /X Xl = DalyX -+ X[py ] X o+ Xy
1 .

Le condizioni suddette sono soddisfatte dalle estensioni di algebre di
Lie & =& (E) associate ad un fibrato vettoriale E (cfr. n. 1 e n. 3.1).

2.2. Ricordiamo da [5], p. 502, che dicesi forma «invariante costante»
di grado n su H ogni forma (F,n)-lineare ¢: H* — F soddisfacente alla
condizione:

n

(2'2'I> n(ﬁ) ¢ <ﬁl P '7h;z> = Zloccp (}ll 21T [ﬁ :}loc] PR hﬂ))
vpeP e V (4, -, ke H"

Il prodotto a primo membro di (2.2.1) ha senso perché = (p)e T,
o (hy -, k)€ F e nella definizione di & si suppone, tra laltro, che F ¢&
T-modulo (cfr. [5], p. 499).

Ricordiamo anche che, definendo opportunamente il prodotto di due

forme «invarianti costanti», linsieme If(H,F)= & If(H,F), dove
) neN
I¥(H, F) & l'insieme di tutte le forme «invarianti costanti» di grado » su H,

acquista una struttura di algebra su R ([5], p. 502).
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Sia ora & un’estensione di algebre di Lie soddisfacente alle condizioni
del n. 2.1 e ¢ : H — F una qualunque forma invariante costante di grado 1.
Ebbene considerata, per ogni numero naturale #, 1'applicazione {,: H" —F
definita da: '

(2.2.2) Yo Fory ooy b)) = (g X+ o+ Xby) Y (fy,ye e, e H,
dimostriamo il

(2.2.3) TEOREMA. L’applicazione {,:H" —F & una forma invariante co-
stante di grado n (Y,€ Ig (H, F)).

Dimostrazione. La (F,n)-linearita di ¢, consegue immediatamente
dalla definizione (2.2.2) tenute presenti la bilinearitd del prodotto che da
ad H la struttura di algebra associativa su F e la (F, 1)-linearita di {¢.

‘Resta dunque da provare che la ¢, soddisfa alla (2.2.1). Ora Vpe P
eV (%, -+, )€ H", grazie alla (2.2.2) e alla linearita di ¢, si ha

El:ldq’n(/ll"":[P:ha]r"':}ln)=;u"p(/llx"'X[P:ka]x"'thD:

=¢(iaﬁlx"'><[ﬁ,/la]><"‘X/z,,).

Quindi applicando la (2.1.3), segue che

n

Zaﬂpn(hl/" T [ﬁ :}la] ’ "t ";ln) = ‘-I’([p’klx e Xl’n])r

1

ma { ¢ «invariante costante», cosicché risulta

n

Zaq’n(}lly"';[p:ha]:"'r/zn> = n@)qJ(th th) = ﬂ(ﬁ) ‘*IJnUzl PR /Zrl);
donde la conclusione.

2.3. Ricordiamo ora da [5], p- 502—506, che se Q;: T2 —H ¢& la curva-
tura ¢« basica» di una connessione V : T — P per un’estensione di algebre di
Lie & e se Ro1/n,Vne N, allora Voe If (H,F) la classe di coomo-
logia [¢ (Q,)]€ #%" (T, F) definita ponendo: :

(2'3".1) (¢ (Qv)) (ts - “y tym) = @ (T* (QV) oo, ¥ (Qv» (Vi1 o+, Vow)
v (l‘l [ ’:t‘zm)e sz:

¢ indipendente dalla connessione; [q> (Qy)] & una classe caratteristica di & e
I'insieme {[o (Qy)] | @€ Ir (H, F)} C#x (T, F) & Vanello caratteristico di &.
Cio ricordato, dal Teorema (2.2.3) discende senz’altro il

(2.3.2). TEOREMA. Se & soddisfa alle condizioni del n. 2.1 e se inoltre
R31/n,Vne N, allora in corrispondenza ad ogni forma «invariante
costante » di grado T su H si ha il sistema di classi caratteristiche di tutte le
dimensioni (pari):

{4 ()] € #% (T, Fluen -



RENZO MAZZOCCO, Sull’anello caratieristico di estensioni di algebre di Lie 243

3. APPLICAZIONE ALLE ESTENSIONI DI ALGEBRE DI LIE ASSOCIATE
ATl FIBRATI VETTORIALI REALI]

3.1. Sia ora& = & (E) un’estensione di algebre di Lie associata al fibrato
vettoriale reale E. S’intende con cid che & sia data dalla successione esatta:
0 —C*(X,Hom(E, E)) LPLc™ X, T (X)) >0, dove X ¢ una varietd
differenziabile base del fibrato E, P & 'algebra di Lie dei campi tangenti in-
varianti a destra sul fibrato principale P (E) e T (X) ¢ il fibrato tangente su X.
S’intende inoltre di assumere R = R, F =C* (X, R).

Abbiamo gia detto che tale estensione di algebre di Lie soddisfa alle con-
dizioni del n. 2.1 e quindi & applicabile ad essa il procedimento dato ai
n. 2.2 e 2.3 per la costruzione di classi caratteristiche.

Stabiliamo il

(3.1.1) TEOREMA. Se X ¢ connessa, allora le classi caratteristiche di & (E) coin-
cidono, a meno di fattori moltiplicativi costanti, com le classi caratteristiche

del fibrato E ottenute applicando la funzione traccia alle potemze esterme della
curvatura di E.

3.2. Per dimostrare (3.1.1) premettiamo il seguente

(3.2.1) LEMMA. Se X é commessa, condizione mecessaria e sujfficiente affin-
ché un’applicazione §: H =C* (X ,Hom (E,E)) > F =C” (X, R) sia una
Jorma « invariante costante» (di grado I) ¢ che risulti § =rTr ,re R.

Dimostrazione del Lemma (3.2.1). Sufficienza:
E noto che la funzione traccia Tr:C® (X, Hom (E, E)) -C® (X, R) &
una forma invariante nel senso di S.S. Chern e A. Weil e quindi per la Pro-

posizione 15 di [5], & una forma «invariante costante » di grado 1. Allora, se
r€ R, andhe » Tr & tale.

Necessita.  Essendo ¢ : C* (X, Hom (E,E)) -C®(X,R) (F, 1)-lineare
esiste una funzione (di classe C*) ¢ : Hom (E , E) — R tale che @ ) (x) =
={¢ (h(x),v2eC®(X,Hom (E,E)) e VvreX. Sia U, = {ltomm,.y
dove E, ¢ 1a fibra di Esuxe X, ovviamente ¢, & (R, 1)-lineare. Se 4, , 4, €
C*(X ,Hom (E, E)) sono due sezioni qualunque, dalla condizione (2.2.1),
mettendo per esempio % al posto di p, si trae o= { ([%,4)]) e quindi
0 = (4 (> 1u])) (1) = By (U, F] (29) = G ([ (3) , Ja (2)]) , Ve X

Siccome %, (x), %, (x) sono due f elementi qualsiasi di Hom (Em y Ep)
risulta allora che {, soddisfa alla’proprietd caratteristica della funzione
traccia @ onde §, = () Tr ,f (x)€ R, e di conseguenza { (k) = (fTr)ek =
(fTr) (£); cioeé ¢ = f Tr, essendo f una funzione reale su X.

(1) Ricordiamo (cfr. per esempio [1], p. 48-50) che, se M, (R) & 'algebra delle matrici
quadrate di ordine # su R e se ¢ :M, (R) =R ¢ lineare e soddxsfa alla ¢ (AB) = ¢ (BA),
VA ,BeM,(R) o, equivalentemente, soddxsfa alla ¢ ([A, B]) = o, allora ¢ =7 Tr,7 e R.
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Se Ie C* (X ,Hom (E, E)) ¢ la sezione costituita dagli endomorfismi
identitad si ha
YA =fTr(I)=nf=F, »n=rango di E,

e dunque f & una funzione differenzizbile di classe C*. Se p € P e I ¢ la sezione
suddetta, dalla (2.1.2) si ha [p,I] = o, onde applicando la (2.2.1) si trae

TV D =9, =0  cot w(p) (nf)=o,

ma 7 & un epimorfismo e quindi la funzione f ¢ localmente costante e dunque
costante avendo supposto X connessa, donde la conclusione.

Dimostrazione del Teorema (3.1.1). Sia Qr la curvatura di una connes-
sione lineare I per il fibrato vettoriale E. Per la Proposizione 14 di [5] esiste
una connessione T' per 'estensione di algebre di Lie & (E) tale che Q= = Q.
Allora, stante il LLemma (3.2.1), V¢, forma invariante costante di grado 1,
si ha ¢ =7 Tr, e la forma invariante costante di grado 7, ¢, , che ne deriva
in base a (2.2.2, 2.2.3), applicata a Q7 = Q. (cfr. la 2.3.1), da (a meno
del fattore ») la traccia della potenza esterna »#-ma di Q.
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