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Topologia. — Sulle topologic compatibili con una data algebra.
Nota di Mavurizio Farrorosi-Barnasa @, presentata 9 dal Socio
B. SEGRE.

SUMMARY. — We call a topology T on a set A compatible with a given algebra
A = (A ; F) iff all the operations of F are continuous with respect to T in the natural sense.
We give a necessary condition for compatibility, we show its insufficiency by a counterexample
and we exhibit some examples for which sufficiency holds. Furthermore we make two obser-
vations, one consisting in a characterization of the discrete and indiscrete topologies with
respect to compatibility, and the other consisting in an algebraic expression of a particular
case of a compatible topology, whose importance in classical theories (for example, topological
groups) is well-known.

1. PRELIMINARI

Salvo leggere modifiche si adottano le notazioni di [4], che sono una
variante di quelle di [6]. Le topologie, salvo avviso in contrario, verranno
pensate come topologie di chiusi; la chiusura in una topologia T si indichera
con Kt e, per semplicitd, si scriverd «Kr invece di {a} Kr. E ovvio che,
comunque si prendano due topologie T e T’ su di un insieme A, si ha

(I) T < T’ sse KT Z KT/ .

L’insieme delle topologie su di un insieme A si indicherd con &, ; la topo-
logia discreta e quella indiscreta su A verranno indicate rispettivamente con
Dy e 14,

Una topologia T su un insieme A, sostegno di un’algebra % = (A ; F)
di tipo = si dira U—compatibile (o anche F—compatibile quando non si possa
equivocare sull'insieme A), se le operazioni (finitarie) di F sono continue
rispetto a T: con cio si intende, come di consueto, che, se f, € F (z,) (y <o (1)),
allora f, ¢ una funzione continua dall'insieme A™, dotato della topologia
potenza T, all’insieme A dotato della topologia T.

Per topologie per le quali unioni di famiglie qualsiasi di chiusi
sono ‘un chiuso, la compatibilita fra 2 e T equivale a dire che, per ogni
X; € Alo <7 <) ed ogni vy <o (1), si ha

(2> (XO KT) XX (Xn-y—-l KT) (fY)* < [XO XX Xny—l (f'Y)*] Kr.

Tali topologie verranno dette brevemente 7c (= reticolarmente complete)
in quanto subreticoli completi di (2*; <), e l'insieme di esse verrd indicato
con &y’

(*) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.S.A.G.A~C.N.R.
(¥*) Nella seduta del 13 marzo 1976.
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Fissata un’algebra %, l'insieme delle topologie A-compatibili verrd in-
dicato con &y .

Richiamiamo alcune altre nozioni gia note (vedi per esempio [2] e [7]).
Ad ogni equivalenza @ su un insieme A, resta associato un operatore di chiu-
sura Ky su A definito da

() XKo = X* = U{x®: xe X}

che gode delle proprietd di un operatore di Kuratowski, e che quindi defi-
nisce una topologia T su A; questa risulta essere una topologia di clopen
(in cui cio¢ tutti gli « aperti» sono in realtd clopen) che, in quanto topologia
di aperti, ha come base A/®: il relativo operatore di chiusura, che per coe-
renza dovremmo indicare con Kr,, continuera ad essere indicato con K.
. immediato verificare che, per ogni ®, We &(A),

@) bW sse Ty=2Ty sse Ko < Ky.

L’insieme delle topologie di equivalenza (cioé delle topologie del tipo
Tg) su A verrd indicato con @x: ovviamente &5 < &x e 'inclusione ¢ in gene-
rale propria, come si puo vedere con facili esempi. Nel caso in cui A sostenga
un’algebra A = (A; F) e ®e € (), la Ty, essendo 7¢, soddisfa la (2) e quindi
¢ Y-compatibile. Piti in generale se = {®;:7¢ I} < ¥(A) & una base di
filtro (vedi per esempio [1]) su A? la topologia Ty che, in quanto topologia
di aperti ha come base U{A/®;:7e I} & Y-compatibile; risulta facilmente

(5) Ty =V {Te,: i€ 1},

dove P'unione si intende fatta nel reticolo delle topologie su A.
Data una topologia T su di un insieme A; ad essa resta associata un’equi-
valenza sulle parti di A (equivalenza naturale di T su 2™

(6) O = {(X,Y): XKy = YKq}e £(2%) (X,YcA)
ed una equivalenza su A (equivalenza naturale di T su A)

%) 9% = (e, 6): aKe = bKr}e 6(A) (a,6e A).
Una verifica immediata mostra che, (DQT:D = Q, ovvero che la funzione

®) 6 ;) ~ (o4 )

@—»Tq;

¢ iniettiva e quindi, in virtl di (4), un antiisomorfismo d’ordine: si puo anzi
vedere che si tratta di un antiisomorfismo di reticoli, ma non di reticoli com-

pleti (v. [5]).
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2. RISULTATI

Cominciamo con l'osservare il seguente

LEMMA. Sia Te @a. Valgono le seguenti affermazions:
6) T<STex T ="Tex sse Tews.
(i) Tox =N {Ty: T = Ty}
(i) @r= V {®:Tgc Ty}
Dimostrazione. (i) Dalla definizione di ®1 segue subito che, per ogni

ac A, aﬁs aKt (inclusione pud essere propria); se Xe T allora
p prop
XKog = U {x*1: xe X} € U{#Kp:xe X} < X
da cui segue X = XKg# € Tox. La seconda affermazione segue dal fatto che
Q= O,
(ii) Se T < T, allora aKr 2 aKe = a®, per ogni a€ A; ne segue
(@a,0)e®—>beca®<caKy e ach®c bKy—aKy=8bKy—(a,b)ec OF

cioe @ S@? e quindi T, 2Tex: da questa osservazione e dalla (i) segue
la (ii).
(iif) L’asserto equivale ad affermare che
Tc Ty see P12 @

e cid segue immediatamente da (i) e dalla dimostrazione della (ii).

Se % = (A; F) & un’algebra sostenuta'da A si puod definire con natu-
ralezza su 2* una struttura d’algebra, isotipica a quella di %, definendo, per
ogni X;e 2* (0 <7 < n,)

XOX"'XXny—lf'Y:XOX"'XXnY—I(fY)* <Y<O<T)>)

dove,  per non appesantire le notazioni, con lo stesso simbolo f, si indica la
«nuova » operazione su 2* e la « vecchia» su A: il contesto e 'uso degli altri
simboli eviteranno possibili ambiguity. L’algebra 2% = (2* ; F) che ne risulta
verra detta: algebra isotipica delle parti di ¥, per non generare equivoci con
I'algebra booleana delle parti di . '

Dimostriamo ora una condizione necessaria per la compatibilitd di una
topologia T con una (fissata) algebra :

TEOREMA 1. Se Te Gy allora Ore € W),



MAURIZIO FATTOROSI-BARNABA, Swulle topologie compatibili, ecc. 231

Dimostrazione. Sia'T€ Gy con A di tipo 7; se (X;,Y;)e Or (o <7< ny)
e se fye F(ny),(y <o(x), si ha

Xo X+ X Xya (F)e € Ko Kr) X -+ - X (Xpyor Kr) (f)y =
= (Yo Kp) X+ X (Yaya K) (fide € [Yo X+ -+ X Youq (/)] K

da cui segue
[Xo X -+ X Xny—-l (] Kr = [Yo X -+ - X Yyq (9] Kr;

scambiando i ruoli degli X; e Y; si ottiene l'inclusione inversa e quindi la
tesi.

La condizione « ®re € (2%)» non & tuttavia sufficiente per la %-com-
patibilita della T, come mostra il seguente esempio (dovuto al dott. L. Ma-
mone): sia R = (R; {+}), dove R & l'insieme dei numeri reali, e sia T la
topologia (di chiusi) i cui elementi sono & , R ed ogni sottoinsieme di R infe-
riormente e superiormente limitato. Si vede facilmente che ®re% (2®) ma
che -+ non ¢ continua rispetto a T.

Mostriamo ora come, facendo ipotesi su T o sulle operazioni di 2, si

possa invertire il Teorema 1.

TEOREMA 2. Se Te &4 allora ©re € (%) implica Te Gy -

Dimostrazione. Dal lemma segue che T =Tox; se Pre® (29[) ¢ imme-
diato constatare che ®re % (A), cioe T & una topologia di congruenza e
quindi Y-compatibile.

Pili in generale si ha
TEOREMA 3. Se Te G¥ allora ®re € (2Yy implica Te Ty

Dimostrazione. Se ®re € (291) allora Ore @ (W). Per la (i) del lemma,
T < Tex e quindi Kex < Kr. Data fy€ F (y) (y <o (1)) e scelti comunque
X;€cA(<i<mn)si ha ,

X;Kre T < Tox (0<i< my)
e quindi »

X,,: KT=Y5K¢*,:‘[', (OSZ<7ZY)
per opportuni Y; S A (o <7 < ny). Per questi Y; si ha X;Kr=7Y;Kr,
perche

Yi KTE Yi Kq;‘)lﬁ = Xi KT

XiKT = Yi Kq)')f. 2‘Y5—>Xi KTEY;KT,
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e quindi (X;, Y,)e @5 (0 <7 < n,); poiché ®re & (2%) si ha allora
[Xo X+ X Xpyoa (] Kr = (Xo X -+ X Xy f) Kr =
= <Y0 st Yny—l fv) Kr :;[Yo XX Yny-—l (fY)*] Kr.

Dal momento che Tq,%, in quanto topologia di congruenza, ¢ 2-compatibile,
si ha in definitiva

(KXo Kr) X+ X (Xyy K) (f)y = (Yo Kag) X+ X (Vo Kof) (S S
S [Yo X+ X Yy (f)x] Kot € [Yo X -+ - X Yo g (/)] Kr =
= [Xo XX Xpo1 (f)] Kr;

vale percio la (2), cioe T ¢ YU-compatibile.

Citiamo infine un caso in cui il Teorema 1 si pud invertire, facendo ipo-
tesi non sulla topologia ma sulle operazione dell’algebra: se % & dotata di
operazioni di arita al pili 1, la continuita di tali operazioni si esprime tramite
la (2) (ove si ponga 7, = 1) e pertanto il risultato si ottiene con dimostrazione
analoga a quella del Teorema 3.

3. OSSERVAZIONI

Una prima osservazione consiste nel fatto che, per ogni insieme di ope-
razioni finitarie F su un dato insieme A , Dy e I, sono F—compatibili. Di fatto
D4 e I, sono le sole topologie compatibili con ogni insieme di operazioni
finitarie su A, ed anzi con ogni insieme di operazioni 1—arie su A, come segue
dalla

PROPOSIZIONE. T € @y ¢ AP—compatibile sse T =Dyo T = 1,.

Dimostrazione. B sufficiente dimostrare il «solo se». T sia A*-~compa-
tibile e sia T 5= [, : mostreremo che T = D, e di fatto che, per ogni X € A,
si ha XK1 = X. Procedendo per assurdo, supponiamo invece che, per qualche
X < A, si abbia X $ XKr: faremo vedere che esiste in ogni caso una f e A*
non continua rispetto a T. Sia

S={X[:XcAeXTXKq}

e, se S # @, sia « = min &. Ovviamente, quando & definito « > 1 e se d> I
allora o > N,.
Se $# o allora T=D,. Se %43 e a>1, sia X< A tale che
IX | =« e XGXKp esiano xe X, a.€ XKr—X; la fe A* definita da
a se ye X
W=<{x seyeXK—f——-X

Ly altrimenti
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¢ tale che
(XKn)f, = {a, 2} T (Xf,) Kz = aKy = {4}

e quindi f non & continua rispetto a T.
Se poi ¥7# & e a = 1, sia a€ A tale che eKy — {a} 7% @. Si distinguono
due alternative:

@) Esiste nn b€ aKy— {a} tale che 6Ky S aKy: allora fe A* de-
finita da

S b se y=a
=1a sey =20
Z v altrimenti.

¢ tale che
(@Kr) fy = aKr ? (af) Ky = 6Kr

e quindi f non & continua rispetto a T.

b) Per ogni € aKr si ha aKt = 6Kr; allora deve essere A — aKr 7~ 3:
infatti se fosse A = aKy allora, preso comunque g #X < A = aKy e un
x€ X, si avrebbe x€ aK1 e di conseguenza xKy = aKy = A; ne seguirebbe
A =xKr < XKr € A, cioe XKy =A e quindi T = I, contro lipotesi. Sia
dunque x€ A — aKry e sia b€ aKy — {a}; la fe A* definita da

b se y=ua
= {=x se y€ aKy — {a}
y altrimenti

¢ tale che
(aKn) fy = {6, 2} & (af) Ky = 6Ky = aKy

perche x ¢ aKr; pertanto f non & continua rispetto a T.

COROLLARIO. Te€ @a & compatibile con ogni insieme di operazioni fini-
tarie su A sse T =Dy 0o T =14.

Una secanda osservazione nasce dall’esame del caso particolare che si
presenta allorche, rispetto ad una topologia T definita sul sostegno di un’al-
gebra 2 e -compatibile, le operazioni risultino continue e chiuse (ovvero
trasformino chiusi in chiusi). In tal caso si ottiene una rappresentazione par-
ticolarmente semplice e significativa dell’algebra 2%/®;.

Si constata infatti immediatamente che Te % (2%) e che, detta T=(T;F)
Palgebra (sottoalgebra di 2%) sostenuta da T si ha

29[/(1)1‘ =T

come segue dal secondo teorema d’isomorfismo, osservando che T & un tra-
A .
sversale per oA |®1 (ovvero che T®T = 2* T2 ®r = Ay), riprendendo la
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terminologia di [3]. Cido pud anche provarsi tramite il teorema fondamentale
d’omomorfismo osservando che

KT:ZQI—P'S
Xl—)XKT

\

risulta un epimorfismo di algebre il cui nucleo ¢ appunto ®r. Ricordiamo,
concludendo, che questo tipo di situazione si presenta in importanti casi
classici, come per esempio in quello dei gruppi topologici compatti la cui
topologia sia Ty o T; o T, (& noto che, per un gruppo topologico, ciascuna di
queste tre condizioni & equivalente alle altre due; vedi per esempio [8] e [9]).
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