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Meccanica razionale. — Swu/la stabilits dell’equilibrio di un sistema
dissipativo soggetto a forse di tipo attrattivo dipendenti dal tempo . Nota
di SErGIO BRESsaN, presentata ®? dal Corrisp. G. GRIOLL.

SUMMARY. — We consider a holonomic and dissipative system having 7 degrees of
freedom, subjected to clastic and time dependent forces. Some authors have determined
sufficient conditions in order that the equilibrium configuration may be really stable. By
means of a different procedure we give sufficient conditions for stability in a much more
general case of time dependent forces.

I. INTRODUZIONE

Si consideri un sistema olonomo a # gradi di libertd riferito alle 7% coor-
dinate lagrangiane ¢;,---,¢,. I vincoli siano indipendenti dal tempo e si
suppongano presenti delle forze dissipative la cui azione si possa compendiare
nella forma quadratica F di Rayleigh:

n
(I) F =;n Crs ér ét

definita positiva e a coefficienti costanti, con ¢, = Cop-
Supponiamo inoltre che la forza viva sia rappresentata dalla forma
quadratica definita positiva e a coefficienti costanti:

n
(2) Tz%zllrsbrcérés

ove b, = by,.

Nell'ulteriore ipotesi che agiscano delle forze di tipo elastico variabili
col tempo e derivanti dal potenziale generalizzato:

n
©)) U=—3z*@® 21.‘”93

in cui w (#) ¢ una funzione positiva, continua, limitata e con derivata prima
continua, vari Autori® hanno trovato delle condizioni sufficienti affinché
le coordinate lagrangiane ¢, (£) del detto sistema e le loro derivate prime ¢, (2)

(*) Lavoro eseguito nell’ambito del Gruppo Nazionale per la Fisica Matematica del
C.N.R..

(**) Nella seduta del 13 dicembre 1975.

(1) Vedi: R. NARDINI, Su un sistema dissipativo ad n gradi di liberts, « Rend. Acc.
Naz. Lincei», 7 (5) (1949); S. LEVONI, Su un sistema dissipativo con forza elastica dipen-
dente dal tempo, « Rend. Acc. Naz. Lincei» (1964).
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si mantengano limitate durante il moto e quindi la posizione di equilibrio
g1 = ¢y ="+-+=¢, = 0 sia di equilibrio stabile.

Nel presente lavoro mi sono proposto di vedere se qualche cosa di analogo
si pud dire nel caso di una soliecitazione pit generale derivante dal potenziale:

@ U=—342*(®V(g)
ove V (¢) & una funzione derivabile quanto occorre che ammette un minimo
effettivo nella configurazione ¢, = ¢, =---=g¢, = O.

Dimostro che la risposta ¢ affermativa. Piti precisamente faccio vedere
che la configurazione ¢, =0 (»r=1,2,---,7) risulta di equilibrio stabile
se il coefficiente di elasticitd 22 (¢), anche se non decrescente, si mantiene
limitato.

II. UNA RELAZIONE ENERGETICA.
OSSERVAZIONI SU UNA PARTICOLARE FUNZIONE DELLE ¢ E g.

Partendo dalle equazioni di Lagrange per il moto di un sistema in pre-
senza di azioni dissipative, ricavo ora una relazione energetica che ci sara
utile in seguito.

Nel caso in esame le equazioni di Lagrange sono:

d 9T oF ou
) @ 3 T o T =12,

Moltiplico le (5) membro a membro per 7, e sommo rispetto ad » da 1 ad 7.
Tenendo conto del fatto che risulta

n

dU , U .

©) 5 = —wwVi(p+ lerTh 9r
e

oV U
2 e ST
si ha:
) %;———(—15——{—2F+2%U=0.
Pongo:
©) I =/ (w) (T —1U)

ove f(w) & una funzione positiva che soddisfa ad ampie condizioni di rego-
larita.
Derivando la (9) rispetto al tempo e tenendo conto di (8) si ottiene:

(10) iig-:——sz+wf’T——(;—f—[—f’)wU.
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Se vale la:
(11) w () >0
basta porre ®:

I
(12) S(w) = o

affinche la funzione non negativa I'? risulti non crescente per ¢ — 4+ oco.
Se invece vale la:

(13) w() <o

supponendo (il che non & restrittivo) che ovunque interessa sia: U < o, la
posizione:

(14) Sw)=1

assicura la non crescenza di I'2.

ITII. SUFFICIENZA DELLE CONDIZIONI (11) O (13)

Dimostro ora che, se ¢ valida la (11) oppure la (13), Porigine ¢ una posi-
zione di equilibrio stabile.

In sostanza faccio vedere che, fissato comunque un intorno di confi-
gurazioni I dell’'origine e un € > 0 & sempre possibile determinare un altro
intorno di-O,I, e un § > o tali che, abbandonando il sistema in un punto
qualunque' P, € I, con forza viva iniziale T, < 3, esso, nel moto che ne con-
segue, occupa solo configurazioni P €I con forza viva T < e.

Fissati comunque I ed ¢ e ricordando che V () ha un minimo effettivo
nell’origine ove non & restrittivo supporre che risulti V (O) = 0) considero
un intorno di O JCI che sia limitato e tale che:

€]

VP V(P) >o0
=0
Sia J la frontiera di J. Vale:
(15) vPe] V(P)>o.

Dato che @ (#) & positiva e limitata si pud scrivere:
(16) o</ <) <L < + o0
con / e L costanti. Pongo:

(17) V,, = min V (P).

PeJ

Risulta certamente V,, > o.

(2) Vedi anche: R. CACCIOPPOLI, Una questione di stabilita, « Rend. Acc. Lincei», 1T
(6), 1930.
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Determino ora 3 e I,. Pongo:

3= min (T T

?IOCJ:VPEIO V (P) < 3.

(18)

Osservo che, detti Py e T, la configurazione e la forza viva all’istante iniziale,
risulta:

(19) f (@) [T 4122V (P)] < f (o) [To + 3wj V(Py)].
Considero i due casi:
A) & J(w) = 1]u?

Abbandonando il sistema in una qualunque configurazione P, € I, con
forza viva T, < /8 si genera un moto per il quale valgono le seguenti disu-
guaglianze ®):

T+H3VE =@ =2+ 1ve)
da cui si ricava:
T<L[f+3V®] <5 T+ LvE)<iLs
(20)
Ve sz[f+ 5V s[4+ Lve)=ss

Ricordando (17) e (18) si pud concludere che il sistema non pud uscire
dall'intorno J e la sua forza viva non pud superare e.

B) & f@w) = 1.

Abbandonando ancora il sistema in una qualunque posizione P €I,
con forza viva T, < /3 si genera un moto per il quale in base a (19) si pud
scrivere @

(21) T + 1wV (P) <T, - § LV (Py).
Dalla (21) si ha: |

T<T+ -wtV(P)<T,+ 5 LV (P) <3 L3

(22)
IVE 2|t 2v@| =2 [P+t 5 veg]<est ta<s s

Anche in questo caso il sistema non esce dall’intorno J e la sua forza
viva non supera mai ¢, c.d.d. '

Riassumendo si ha che, anche nell’ipotesi di una sollecitazione derivante
da un potenziale pilt generale come & quello del tipo (4), I'origine risulta di
equilibrio stabile se il coefficiente di elasticita w? (¢), anche se non decrescente,
si mantiene limitato [e, naturalmente, V (¢) ¢ minima nell’origine].

(3) Almeno finché ¢ Pe ] ossia V(P) > o.



