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Topologia. — Calcolo della coomologia di alcuni spazi simmetrici
con metodi puramente algebrici. Nota di SILVANA ABEASTs, presen-
tata ® dal Socio B. SEGre.

SUMMARY. — Purely algebraic calculation of the De Rham cohomology for classifying
spaces of SO and SO (&), following ideas of E. Cartan.

In questo articolo ci si propone di calcolare per via puramente algebrica
la coomologia di De Rham degli spazi classificanti dei gruppi SO ed SO (4).
Tali anelli sono naturalmente ben noti e sono generati il primo dalle classi
di Pontryagin il secondo da alcune classi di Pontryagin nel caso £ dispari o
da alcune classi di Pontrayagin ¢ dalla classe di Eulero nel caso 4 pari [2].
La possibilita teorica di calcolare tali coomologie tramite la teoria degli
-invarianti ¢ nota [1], e costituisce storicamente il primo approccio a questo
problema, essa ¢ stata usata per esempio per il calcolo dei numeri di Betti
per le Grasmaniane [3]. Pero il calcolo diretto della coomologia di BSO e
di BSO (&) non ¢ mai stata portata a termine con questo metodo.
: Dato P'interesse delle classi caratteristiche anche come punto di conver-
genza di varie teorie matematiche, appare utile completare tale punto di vista,
che & del tutto indipendente dagli altri approcci noti.

1. PRELIMINARI

Ricordiamo il teorema fondamentale sulla coomologia di De Rham per uno spazio
simmetrico [1]. .

Sia G un gruppo di Lie compatto e sia 6:G — G un automorfismo tale che 63 = 1.
Detto H il sottogruppo di G degli elementi lasciati fissi da 6 ed H un sottogruppo di H con-
tenente la componente connessa dell’identitd, si ha:

DEFINIZIONE 1.I1. Lo spazio quoziente G/H si chiama spazio simmetrico.

Dato uno spazio simmetrico X = G/H, siano & ed 57 le algebre di Lie rispettivamente
dei gruppi G ed H. G opera su 4 con ad (g) , g ¢ G. In particolare H opera su % e manda %
in s¢. Segue che H opera su @/ e quindi su (%/#)* e sull’algebra esterna A (F/2)*.

Indicato con (A (9/H°)*)u il sottogruppo delle forme alterne H-invarianti e con H* (Z)
la coomologia di De Rham di Z, si ha il seguente:

(*) Nella seduta del 13 dicembre 1975.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito del Gruppo Nazionale per le Strutture Algebriche
Geometriche e loro applicazioni del C.N.R.
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TEORFMA 1.2. H*(X) ~ (A(G/SH)E come algebre.

Sia Gk,,, la grasmanniana dei A-piani orientati dello spazio R#, (0 < %2 < n). G},,, &
uno spazio simmetrico nel seguente modo. Si consideri il gruppo SO (7) che opera sui A—piani
orientati. Lo stabilizzatore di un punto ¢ il sottogruppo SO (2 — &) x SO (&) e ék,” ¢ in modo
naturale lo spazio omogeneo SO (%)/SO (z — %) X SO (£). Esso ¢ uno spazio simmetrico.
Infatti, considerata la matrice

=(529)
0 —I,

ove con Iy si intende la matrice umta di rango /%, la coniugazione per @ induce un automorfismo
0 di periodo 2 su SO (7). Detto il sottogruppo di SO () formato dagli elementi fissati da

0, si verifica immediatamente che H ¢ formato dalle matrici a blocchi del tipo g g ove

AeOn—£A),BecO(k) e inoltre Det A = Det B = + 1. Ne segue che SO (z— £) X SO (£)
& un sottogruppo di indice 2 in I.

E immediato che Palgebra di Lie & del gruppo SO (%) & costituita dalle metrici A 7 x 7

antisimmetriche, cio¢ tali che A# = — A, e pertanto ’algebra di Lie £ di SO (2 — %)% SO (&)
¢ costituita dalle matrici # X7 a blocchi del tipo (8 IO)) , ove Ct =—C,Dé{ =—D.
D’altra parte, detto K lo spazio delle matrici a blocchi del tipo (?_ B (E;) ove B &

una matrice (#— £)X£4, si vede immediatamente che:
1) 9= DK,
2) K & invariante rispetto a ad(g), g eSO (z— £) X SO (&),
3) K ~ Hom (R#, R*~%) come spazi su cui agisce il gruppo SO (7 — £) XSO (&),
4) Hom (R#, R##) ~ R#—* @ R# come moduli su SO (7 — £) X SO (&).

Infatti, per 1), 2), 3) basta osservare che:

59O BB - LoD - Cond™)

— (XBY1 O — (XBY?#)? O
Per quanto riguarda 4), si osservi che Hom (R%#, R##) & isomorfo in modo canonico a
(R¥* @ Rr—* d’altra parte, poiché operiamo col gruppo SO (%), il prodotto scalare canonico
su R# lo identifica a (R#)* come SO (£)-moduli.

Dal Teorema 1.2 segue che H¥ (ék,n) ~ (A (R% ® R#—#))SO k) xSO (n—F),

I1 problema ¢ ora ridotto al calcolo delle forme alterne sullo spazio R# ® R#—# invarianti
rispetto all’azione del gruppo SO (£) X SO (z— #) che agisce nella maniera canonica, cio&
(£1:8) (¥ ®v) =g u Qg

Tale calcolo si fard nel modo seguente: si calcolano innanzi tutto le forme multilineari
su R%® R7#—% invarianti, poi se ne deducono quelle alterne con I’operazione di alternazione.
A tale scopo ricordiamo il seguente:

LEMMA 1.3. Dati due spazi vettoriali U , 7, di dimensione ﬁmz‘a su R, su cui operino
rispettivamente i gruppi G ed H, si ha: r

Hom (U ®Z, R)**" ~ Hom (U, R)® ® Hom (Z , R)".

Dimostrazione. Hom (U @ Z , R)°*" ~ (U @Z)*)G><H (U*QZ*)EXH (U* ® Z¥)S X1
& (U*)° @2Z* ; (U* @Z%)7* = ((U* @ Z%)° X)X o (U*)° @ Z%)1XF o (U¥F @ (2™
Le forme multilineari di grado # su R#® R#~# sono forme lineari su (Rk)®p® (R™ )®”
Dal lemma :segue che quelle invarianti sotto P’azione di SO (&) XSO (#z — £) sono combina-
zioni lineari di forme che si decompongono nel prodotto tensoriale di una forma multilineare

di grado p su R% ed SO (4)-invariante, e di una forma multilineare di grado p su R#*# ed
SO (7 — £)-invariante.
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Per procedere, conviene ricordare il teorema. fondamentale sugli invarianti di SO (&)
([4], p. 53). Sia V = R&. Gli invarianti per SO () di un numero 7 di vettorizy , 2 ,+++, 7, V
si ottengono tutti dai seguenti invarianti fondamentali:
1) (v;,7;) prodotto scalare dei vettori z; e vi,
2) [7/1;1 V4, ¥5,] determinante dei vettori Vit gy
Da questo teorema segue facilmente che le forme multilineari SO (%)-invarianti su
V® sono generate linearmente dalle forme del tipo:

1) (7’,;1 s ”1;2) (Uia s z’i4) tee (yip—l , Z’i},) (# pari),
2') [2/.7'1 te Ujk] (yil ’ vi'2> T (y‘ip-k—l » yip—k) ((# — #) pari).

Ci restringiamo per ora allo studio degli invarianti che si esprimono tramite i soli pro-
dotti scalari. In questo caso, le forme saranno necessariamente in grado pari, p = 2 4.

Poniamo per semplicita V = R4, W = R#—%. Dalle osservazioni precedenti segue che
le forme multilineari invarianti su V. ® W che si esprimono mediante prodotti scalari sono
generate linearmente dalle forme del tipo:

(7/%'1 ’ yiz) e (Z’izh-—l ’ ”1:2;,) (wh ’ wfz) e (wfzh—l ’ wfzh) =9

Pertanto, alternando queste forme otterremo dei generatori lineari per le forme alterne inva-
rianti,

Se ¢’ si ottiene da ¢ permutando gli indici 7, ,- -+, 7,, €71, oy con la stessa permu-
tazione o eS,,, allora A ($") = 4- A (), ove con A si & indicato Poperatore di alternazione
sullo spazio (V@ W)®P. Ci limiteremo pertanto allo studio dell’alternazione delle forme

Po = (21,2) *+* (v2h1, v28) (Wo(1), Wor2)) * -+ (Wa(2h—1) , Wo(2h)) » G €S2 .

2. IL POLIGONO ASSOCIATO ALLA FORMA Do

Osserviamo innanzi tutto che A (g,) = 0 se ¢ & la permutazione identica.
Infatti:

I .
A(Ps) = —— 2 €a (Uam:?/a(z)' * (Va@h—1y s Voeny) (Waq) Wa) " * (Wah-1) s Waeh))
7 (2a) &

e per ogni addendo, relativo quindi ad un « €Sy, fissato, ve ne & uno di segno
opposto, relativo alla permutazione o’ ottenuta dalla « componendola con la
trasposizione (« (1), « (2)). In particolare non vi sono forme alterne non nulle
e invarianti in grado 2.

Sia ora ¢ €Sy una permutazione diversa dalla permutazione identica.
Alla @, si pud associare un complesso unidimensionale nella maniera seguente:
si consideri un vertice in corrispondenza ad ogni v; e w;, un lato per ogni coppia
(vi, vi41) ed un lato per oghi coppia (we( y Wogay). Perdistinguerei lati dei due
‘tipi li diremo rispettivamente ¢ lato di tipo » » oppure « lato di tipo w ». Iden-
tifichiamo poi il vertice vy, del lato (v;,v4,) con il vertice Wiy , 0(f) =
=17+ 1, del lato (wo() , Wo(j41)- In questo modo si ottiene un poligono chiuso,
che denoteremo con P,. Per costruzione, i vertici di P sono in numero di
2 4; in ogni vertice concorrono un lato di tipo z ed uno di tipo w; P non &
necessariamente connesso ed in generale sard unione disgiunta di pit poligoni,
ciascuno con un numero pari di lati.
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Esempi :
05 = (21, %) (v, 2y) (¥, Ug) (¥, ¥g) (wy , ) (wy , ) (e, wy) (ws » W)
1 2
— .
Ve \ —> lato di tipo w
s N
8 3
lato di tipo »
7 4
%
\\ y
pE——
6 5

s = (73, 0) (U3, 7)) (5, 2g) ¥y, V) (wy , wy) (w, , wy) (W, wy) (W, W;)

1 2 5 6
| |
! I | |
| | '
! ] |
I | I

4 3 8 7

Siano ora 6", 6" €Sy e Pqr, Porr 1 poligoni associati alle forme g , @grr.
Supponiamo che si possa stabilire una corrispondenza biunivoca fra le compo-
nenti connesse di Py € quelle di Pyrv in modo tale che ciascun poligono com-
ponente di P, ed il suo corrispondente abbiano lo stesso numero di lati. Esiste
allora una permutazione y €S, tale che: @) vy induce un’applicazione fra Pg
e Porr che muta lati di tipo v in lati di tipo v e lati di tipo  in lati di tipo w;
6) v induce sulle parti connesse di P, la corrispondenza data. Segue che
A (¢6') = = A (9orr). Quindi I'operazione di alternazione sulle forme ¢, di
risultati distinti (a meno del segno) solo se i poligoni associati P, hanno tipo
diverso di connessione.

L’osservazione precedente ci permette di scrivere in modo canonico le permutaziori o,
a partire dalle quali si vuole calcolare A (), nel modo seguente. Indichiamo con o, il ciclo
6= (12--- 4. Le permutazioni ceS,, che consideriamo si decompongono in cicli 6,,
potendo un ciclo di lunghezza 2 Z figurare con molteplicitd 7; > o. Scriveremo

r
G=[7ﬁ’%2)"';nr]’22:énk=2/2
k=1

intendendo che i numeri 1,2,---, 2/ sono raggruppati ordinatamente in 7, gruppi di due
elementi, 7, gruppi di 4 elementi, etc. sui quali operano le permutazioni o, c,, etc.

3. ALTERNAZIONE DELLE FORME Dayy,

Sia oy = (12---(22—1)24). La ¢, si scrive esplicitamente:
Pogy, = (¥1, ¥3) (Ug, V)"~ (Van—1, Vo) (Wa , w3) (wy, ws) - - - (wan , )

ed il poligono P,,, ¢ evidentemente connesso.
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PROPOSIZIONE 3.1. A (9,,) = 0 per h dispari,

A (9s,,) 70 formalmente per h pari.

Dimostrazione. Sia H# il sottogruppo di Sy, che lascia invariato il prodotto
(¥1, 0) (Vg , Vg)- -+ (Uap—1, Usp). Poiché in esso si puo sia trasporre la coppia di
indici (7,7 + 1) sia commutare due qualunque dei fattori si vede subito che
H# ¢ il prodotto semidiretto di Sy e di Z, X Zy X+ X Zy (o volte).

Si ha quindi:

1
A (Poys) = eon a%:;,aa (Watty » Vay) * * “(Ven-1y » Vaam) (Woay , Was)) * + ‘(wm(zh), s We (1)) =
2.

1 .
= el (1, v9)* * + (Vaney , Vap) { Zx,gv(wwz) Y Wy(z) Wy Wyay) |+ -
! v

ove i termini omessi contengono ciascuno un prodotto di % prodotti scalari
(%;, ;) in cui almeno un fattore & relativo ad una coppia di indici (7, 7) non
consecutivi. Essi si ottengono tutti agendo con « € # sulle v e sommando sugli
elementi di a5 per le w.

Sia ora # C # il sottogruppo delle permutazioni che lasciano invariato
il prodotto  (vy,vy) - - (Vap—y , Ut) (Wa ,wy) - - - (way , w,). Si vede subito che
o & isomorfo al sottogruppo delle trasformazioni rigide del poligono P,,, in
sé che mutano in sé i lati di tipo v e quelli di tipo 2. Esso & quindi isomorfo
al sottogruppo generato dalle simmetrie assiali di Ps,, e dalle rotazioni di
ampiezza n/k, per 4 pari. Ora oghi simmetria assiale di Ps,, si ottiene con il
prodotto di / trasposizioni sui suoi vertici, e quindi la corrispondente permu-
tazione di 2 ha segnatura positiva o negativa a seconda che /% sia pari o dispari.
Una permutazione che dia luogo ad una rotazione del tipo indicato ha sempre
segnatura positiva essendo il quadrato di una permutazione.

Concludendo: #" contiene permutazioni tutte a segnatura positiva se %
¢ pari, contiene una permutazione a segnatura negativa e quindi 4 permuta-
zioni a segno negativo ed % a segno positivo, se 4 & dispari.

Da qui segue quindi che il termine

(Zfl , 7/2) to (ﬂzh»l , Uzh) ('wz ) ws) Tt ('wzh , 'w1> v

appare 0 no in A (¢s,) a seconda che % sia pari o dispari. Poiché in
A (9oy,) i monomi formalmente distinti (complessivamente nelle v e nelle w)
si ottengono in corrispondenza alle classi laterali di # in S,, segue la tesi.

Indichiamo con ¢, = A (9,,)- Da quanto appena visto segue che:
7i€ (A (V® WyH™OxS0=h 1 deg g, — 47,9, # 0
formalmente per ogni 7 =12,3, -+, 7, --.
Sia ora 6€ Sy, 6= [1,my, -, n,], ];r:lz kny = 2 k. 11 poligono P, si

decompone nell’unione disgiunta di poligoni Py, di 2 4 lati, e figurando ciascun
poligono Py, un numero 7, > o di volte.
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PROPOSIZIONE 3.2. @) Se nella decomposizione di P, figura un poligono
Pyj con nj 0 e j dispar: allora A (gs) = o.
b) Se tutti ¢ poligoni Py, della decomposizione di P, che figurano con
molteplicita my, 7 0 sono relativi ad interi k pari, allora A (p,) # 0 formal-
mente e st ha:

A (9o) = (g™ U(g)™ U -~ U(gy)™
ové U endica il prodotto cup fra forme alterne e si & postom, = ny, - - -, my = 145 == n,.

Dimostrazione @). Supponiamo che nella decomposizione di Pg figuri
effettivamente un poligono Py, con ; dispari. In questo caso il sottogruppo
A" delle permutazioni che lasciano invariato il termine (o, , Ug)+ - (Usn—y » Vap)
(@) s Wa) * * * (Wen—1) , Wo@n) contiene almeno una permutazione di classe
dispari (per esempio quella indotta dalla identitd su tutti i poligoni Py per
k #j e da una simmetria assiale sul poligono P,;. Con ragionamento del tutto
analogo a quello della Prop. 3.1 si ottiene la tesi.

&) E subito visto che A (g,) ¢ formalmente non nulla. Infatti, in
questo caso il sottogruppo” non contiene alcuna permutazione di classe dispari.
Basta osservare che le permutazioni di #" inducono trasformazioni del poligono
Ps in sé (mutando lati di tipo  in lati di tipo v e lati di tipo z in lati di tipo w).
Queste ultime si ottengono dalle permutazioni che mutano in sé ogni poligono
Py, (tutte di classe pari per £ pari) e permutando eventualmente fra loro gli
ny, poligoni Py, se 7, > 1, queste ultime sono in ogni caso di classe pari perché
prodotto diun numero pari di trasposizioni. Per provare la formula del prodotto
cup basta osservare che se per esempio

G:<I"‘k></é+I"'/g+s>:GkGS)<PUkU;:<PGk®<Pds

&

A <CPC% o) =A <(P°k> NA (CPOJ'

4. La CoomorLoGgia b1 BSO

PROPOSIZIONE 4.1. La forma g¢;€ X (Rk®R”"k)* e mon nulla per
k=20, m-——Fk>21

Dimostrazione. Nelle condizioni poste & possibile scegliere 27 vettori
v o e RP =V in modo tale che (zz(h) , v(k)) = 3*,

Effettuiamo una tale scelta, ed in modo analogo siano ™ ..., w® €
€ R*™* — W tali che (w® ,w®) = " Ci proponiamo di far vedere che la
¢; ¢ non nulla quando si specializzino i vettori nel modo seguente:

— (7} _ ;
Ugp—y = Uy = ¥ ’ l(“I)"UZZ)

@)

_ __ — ; . _ e )20
Wy == Wypyy = W sy I, 20— 1wy =Wy =W
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Infatti ¢; si scrive esplicitamente:
9i = %;)1@1 s Vo) (Vaimy, Vai) [(wo , ws)- - (wys ,w0y) -] -

Si vede quindi che la ¢;, calcolata per la scelta fatta dei vettori v e w, di un

unico contributo non nullo (uguale a proveniente dal termine

1
(42'—1)1)
esplicitamente indicato; i termini omessi, calcolati, contengono sempre a
fattore almeno un termine (v(h) , v(k)) per & = £, oppure un termine (w(h) ,w(k))

per & # &.

, PROPOSIZIONE 4.2. [ monomi (g)"™ U(g)"™ U -+ U(g)™ tali che

Z 47 m; = 42, i fissato, sono lincarmente indipendenti come classi di coomologia
=

di De Rham di Gy, (Grassmanniana stabile dei k-piani orientati di RY), per
E>21.

Dimostrazione. Per 7 fissato ordiniamo !'insieme dei monomi in esame
nel modo seguente. Dati due monomi;

a= (" U™ U™ 214jmj:4z’,
=
b= @U@ U@ Nadm =4,
J=
diciamo che &6 <a se my = ny, -, m = 0y, Myq > Npyy -

Proveremo il teorema facendo vedere che, per oghi monomio , si possono
specializzare opportunamente 1 vettori v e w in modo tale che @ sia non nullo
su tale specializzazione ed i monomi & con & < & siano tutti nulli.

A tal scopo osserviamo che, se denotiamo con ¢ e ¢’ le permutazioni cano-
niche tali che 2 = A (9,), 6= A (¢s1) , & < a, per i poligoni associati Py, Py,
si ha quanto segue. Essi hanno lo stesso numero di poligoni Py;per j=1,---,#
in Pgr, vi & almeno un poligono Pyy1y in pill rispetto a P,, e questo proviene
da un poligono di P, con un numero ovviamente maggiore di lati, per
degenerazione.

Scegliamo i vettori A L) ;w(l) ,
zione della Prop. 4.1; scriviamo A (¢,) analogamente a quanto fatto per la g;
in 4.1, e calcoliamola per la scelta ovvia delle v; ew;

)

-,wm) come nella dimostra-

_ D __ __ (29,
(=0 =0" ", vy =V =0,

Wy = W3 == w .. sy Woai—1) = Woasi) = w(zi)>
per la quale il primo addendo di A (gs) ¢ non nullo e tutti gli altri sono nulli.
A (9s+) € nulla se calcolata per la stessa specializzazione dei vettori. Infatti,
i termini che contengono come fattore il prodotto (vy, vy) - * - (V451 , V4i), calcolati,
contengono anche almeno un fattore (™ | ™) per % == 4; tutti gli altri sono
nulli, perché contengono almeno un fattore (2™ , 2™ per 4 £ 4.
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PROPOSIZIONE 4.3. H* (BSO) = R gy, -+, g5, -]

Dimostrazione. Discende dalla Prop. 4.2 dopo aver osservato che BSO
si ottiene stabilizzando doppiamente la grasmaniana ék,n, in questo limite
le forme multilineari su R* ®R"* invarianti per I'azione di SO (&) X SO (z— 4)
che si esprimono tramite determinanti, svaniscono.

5. LA coomoLoGIA DI BSO (&) = G,

Consideriamo H* (f}k) Esso & generato dalle classi ¢y ,- -, g5 -, se £ &
dispari e tali classi sono invarianti rispetto ad O (£). Se £ & pari si devono inoltre
considerare quelle forme che provengono per alternazione da forme multi-
lineari su R*®R™ che si esprimono tramite il determinante. Queste ultime
non sono invarianti rispetto ad O (£). In particolare, conviene considerare
I’elemento:

e = A ([0105 - -vg] (wy , 205)- - (Won—1, Wap)) , k= 2 k.

Proposizione 5.1. H* (é2k+1) =R g1, -, 9] ove ¢, -, gy sono gene-
ratori  polinomiali  algebricamente indipendenti,

H* (Gy) = R [g1,- -+, qu , ean] con Punica relasione ¢ € R [71, -, qul.

LEMMA 5.2. H*(G,) = R [¢,].

Dimostrazione. H* (Gy) = (A (R? @ R®)*)SO®*S0 _ (A (R @ R%)*)S0@ xS0 __
_ ((—B]X (R*) ®/jX (Roo>>*50(2)x50.

In A R ® A (R%) le forme si ottengono alternando separatamente
rispetto ai primi 7 indici ed agli ultimi ;.

Ogni forma multilineare di 7 -+ 7 vettori ay -+, u;, 2, - -, 2; invariante
per SO & combinazione lineare di prodotti ¢ di prodotti scalari (2, , ;) , (2, , 25) ,
(ur , 25). Se nel prodotto ¢ figura il fattore («,,u,) oppure (z,,z,) esso &
simmetrico in due indici o del primo o del secondo insieme di indici e operando
la alternazione si annulla.

Pertanto occorre considerare solo forme del tipo:

$ = (1, 2oy) (tta Zo@) (i s Zow) 5 ¢ =7,

e la loro alternazione:

I

A (o) = @ran %i %i € €8 (Yaq) » Zpa) " * (Hagiy » %)) -
Si ottiene pertanto, 'a meno del segho, un’unica forma di grado 7, 7; dalla
definizione di prodotto cup segue subito che essa & la potenza ;™ della forma

(, 2) € A' (R®)* @ A' (R®)*,
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La forma (u, 5), interpretata come forma in A* (R*®R™)*, si riconosce
subito essere la forma e,. Infatti, abbiamo quanto segue:

(R* @ R)" = A'(RY)" @ A" (R™)" — A* (R®)* @ (R™)*).

Con queste inclusioni, ad una forma bilineare ¢ corrisponde una forma
alterna ¢ data da @ (g + 21, 249 + 2) = @ (s, 25) — @ (ts, 2,).

Nel caso che ci interessa, la forma & @ (x,2) = (u, 2).

Nell'ulteriore identificazione di R*® R® = R® @ R®, fatta mediante
uso di una base a, 4 in R? i vettori 7, ® w, € 7,® w, vanno rispettivamente
in Aw; -+ Py wy € Ay + 1y w,, ove si sono indicate con (0, 1), (e, W) rispet-
tivamente le coordinate di z; e v,. Pertanto:

5 O 2oy + 01, g Wy i wy) = My g (20, ) — Ny (21, 205) = 23 (1 @y, vy @2wry).

Osservazione. 11 gruppo ortogonale O (2) & il prodotto dei gruppi SO (2) e Z,, ove Z,

\ - Lo . . o .
¢ costituito dalla matrice identica ¢ dalla matrice © = (1 I). O (2) opera sulle forme di

o,
A (RZ® R%), ¢ l'azione di © & data da T (&) = — 6.
D’altra parte dal calcolo diretto si ottiene che ¢, = 2 ¢;; segue quindi che gli invarianti
per il gruppo ortogonale sono i polinomi nella classe g.

Consideriamo H* (G, - - - X Gy), ove figurano 4 copie di G,. Tale anello
¢ un’algebra di polinomi in xy ,- - -, x;, ove si & indicato con x; la classe ¢, della
componente ™ H* (G,).

Consideriamo il toro massimale

SO (2) x50 (2)x -+ - XS0 (2) CSO (2£) CSO (24 + 1).
E noto che i morfismi:
H* (BSO (2£)) — H* (Gyx - - X GV
H* (BSO (2 4 + 1)) > H* (Gyx - - - X GV
ove con W si ¢ indicato il gruppo di Weyl di SO (2)X --- xSO (2), sono
iniettivi.
PROPOSIZIONE  5.3.

1) H* (BSO (24)) = H* (GyxX - - - X GV =R [0y, -, 04, ¢] ove o; & la

R . . . 2 2 2 2
™ funzione simmetrica elementare delle x5, x5 ,- -+, Xy, e =2, %y - - X, €° = G

2) H*(BSO 2 £ 4+ 1)) = H* (G, X+ - X GV =R [0, - -, 03]

Dimostrazione 1). Sia W' il sottogruppo generato dal gruppo S; delle
permutazioni sui 4 fattori della decomposizione R* = R*@---@® R? e dagli
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,o oy £, ove 1; € la matrice 2 AX2 £

I
Iy

o1
T —
' I o

elementi ©;,7 = 1

che contiene la matrice ((I) (I)) nel blocco 7™
W= S, L ZyX -+ XZy (£ volte).

Sia ora W = W'nSO (2 4) = S, 1L H, ove H ¢ il sottogruppo generato
dai prodotti di un numero pari di 7; esso & il gruppo di Weyl.

W’ opera con S; permutando le classi xy ,- - -, 23, opera con le ; mutando
segno alla classe x; e lasciando fisse le x; per 7 =~;. Gli invarianti di
H* (Gyx -+ % G2) rlspetto a W' si esprlmono quindi’ come polinomi nelle
funzioni simmetriche oy, - -, o delle 2} ,-- -, #5. Gli invarianti rispetto a W
sono, oltre a quelli invarianti rispetto a W', anche quelli che si esprimono
polinomialmente nella classe ¢ = x; - - - x;. Infatti sia f un polinomio nelle
¥y, -, ap invariante rispetto a W. Supponiamo che in esso figuri il monomio

Al alr ot = Pl xR
ove almeno uno degli esponenti 7 ,- - -, 73 ¢ nullo, sia esso j.

Operiamo sul monomio con T, T, Ty T, - -, € W: x; cambia segno con
l'azione di t; 13, #, cambia segno con l'azione di =, 14, etc.

Segue che gli esponenti 7, ,- - -, 7, non nulli sono tutti pari. Consideriamo
la decomp051210ne canomca di f,f=-efy +/fa;/1edf; sono polinomi simme-
trici nelle a3 ,-- ,xk ) ;

Pertanto H* (Gyx -+ xG)Y = R oy, -+, 65] @ R [6, -, of] e.

Prima. di concludere, consideriamo l’analogo calcolo per 2).

Dimostrazione 2). Siamo ora nel caso SO (2) X - - xS0 (2) CSO (2 £ +1).
Il gruppo W'=S5; 11 Z,X - - - XZ, (441 volte) ¢ il gruppo generato dalle per-
mutazioni di Sj (che operano sulla decompos121one diR¥"'=R*® ... ®R*®R
permutando fra loro i fattori R® e dalle matrici Ty, *y Tk, € OVE le 1;

0 —I
II gruppo W=W'NSO (24 + 1)= S, 1l H, ove H & generato dai
prodotti pari di 7y, -+, 14, ¢, & il gruppo di Weyl in questione.
Gli elementi t; ¢ operano su x; cambiandone il segno e lasciano fisso x;
per ¢ == 7. Segue che gli invarianti di H* (G,X - - - X Gy) r1spetto aW s1 scrivono
come polinomi nelle funzioni simmetriche o, ,+--, 03, di 22, -+, 2. ‘

sono quelle definite nel caso 1) immerse in SO (2 4 + 1), e = (ng O).
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Per concludere basta ora osservare che se i morfismi
H* (BSO (2 £)) — H* (Gyx - - x GV
H* (BSO (2 4 + 1)) — H* (GyX - - X GV

sono iniettivi, allora sono anche suriettivi. Infatti, gli elementi di H* (BSO (2 £)
(risp. H* (BSO (24 + 1)) che sono invarianti ortogonali formano una
sottoalgebra, che si inietta in H* (G,X - - - Xéz)w. Tali algebre hanno la
stessa dimensione fino al grado 44, (cfr. Prop. 4.2); ma H* (G,x - - - xGp)V
¢ generata dagli elementi in grado << 44, pertanto coincidono. Questo
conclude quanto affermato in 2) per il caso 2 Z2--1.

Nell’altro caso, in entrambe le algebre vi & una classe (g5, € H* (BSO (2 £)),
¢ € H* (G, % ><G2) nello stesso grado, invariante 'solo per il gruppo orto-
gonale spec1ale, pertanto I'ultimo generatore va in un elemento della forma
¢ +f con f€R[o,: -+, 0], cid che completa 2).

La dimostrazione di 5.1. segue ora come Corollario da 5.2.
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