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Topologia. — Calcolo della coomologia di alcuni spazi simmetrici 
con metodi puramente algebrici. Nota di S i l v a n a  A b e a s i s , presen­
ta ta^ 5 dal Socio B. S e g r e .

Summary. — Purely algebraic calculation of the De Rham cohomology for classifying 
spaces of SO and SO (k), following ideas of E. Cartan.

In  questo articolo ci si propone di calcolare per via puram ente algebrica 
la coomologia di De R ham  degli spazi classificanti dei gruppi SO ed SO (k). 
Tali anelli sono naturalm ente ben noti e sono generati il prim o dalle classi 
di Pontryagin  il secondo da alcune classi di Pontryagin  nel caso k  dispari o 
da alcune classi di P ontrayagin  e dalla classe di Eulero nel caso k  pari [2].

L a possibilità teorica di calcolare tali coomologie tram ite la teoria degli 
invarian ti è nota [1], e costituisce storicam ente il prim o approccio a questo 
problem a, essa è stata usata per esempio per il calcolo dei num eri di Betti 
per le G rasm aniane [3]. Però il calcolo diretto della coomologia di BSO e 
di BSO (k) non è mai stata portata  a term ine con questo metodo.

D ato Pinteresse delle classi caratteristiche anche come punto di conver­
genza di varie teorie m atem atiche, appare utile com pletare tale punto di vista, 
che è del tu tto  indipendente dagli altri approcci noti.

i. Preliminari

Ricordiamo il teorema fondamentale sulla coomologia di De Rham per uno spazio 
simmetrico [1 ].

Sia G un gruppo di Lie compatto e sia 0 : G —► G un automorfismo tale che 02 =  1. 
Detto H il sottogruppo di G degli elementi lasciati fissi da 6 ed H un sottogruppo di H con­
tenente la componente connessa dell’identità, si ha:

Definizione i .i . Lo spazio quoziente G/H si chiama spazio simmetrico.

Dato uno spazio simmetrico £  =  G/H, siano ^  ed le algebre di Lie rispettivamente 
dei gruppi G ed H. G opera su & con ad (g) ,g  e G. In particolare H opera su ^  e manda 
in sè. Segue che H opera su e quindi su e sull’algebra esterna A (^ /J f7)* (**).

Indicato con (A il sottogruppo delle forme alterne H-invarianti e con H* (S)
la coomologia di De Rham di E, si ha il seguente:

(*) Nella seduta del 13 dicembre 1975.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito del Gruppo Nazionale per le Strutture Algebriche 

Geometriche e loro applicazioni del C.N.R.
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Teorema 1.2. H* (2) ~  (A (^/«^)*)h come algebre.
Sia Gk,n la grasmanniana dei Æ-piani orientati dello spazio Rn , {o <  k <  n). Gk,n è 

uno spazio simmetrico nel seguente modo. Si consideri il gruppo SO (n) che opera sui /L-piani 
orientati. Lo stabilizzatore di un punto è il sottogruppo SO (n-— k) X SO (k) e Gk,n è in modo 
naturale lo spazio omogeneo SO (n)/SO (n — k) X SO (k). Esso è uno spazio simmetrico. 
Infatti, considerata la matrice

ove con I/2 si intende la matrice unità di rango h, la coniugazione per a induce un automorfìsmo 
0 di periodo 2 su SO (»). Detto H il sottogruppo di SO (n) formato dagli elementi fissati da

 ̂ / A O \0, si verifica immediatamente che H è formato dalle matrici a blocchi del tipo ( q  ß ) ove
A eO (n — Æ) , B e 0  {k) e inoltre^Det A =  Det B =  ±  1. Ne segue che SO {n ■— k) X SO (k) 
è un sottogruppo di indice 2 in H.

È immediato che l’algebra di Lie del gruppo SO (n) è costituita dalle metrici A n X n 
antisimmetriche, cioè tali che A* =  — A, e pertanto l’algebra di Lie fiP di SO (n — k )x  SO (k)

è costituita dalle matrici n Xn  a blocchi del tipo ^  d )  ’ ove ^  =  — C , D* =  — D.

D’altra parte, detto K lo spazio delle matrici a blocchi del tipo ^  ^  ^  j ove B è 
una matrice (n — k )x k 7 si vede immediatamente che:

1) & =  K,
2) K è invariante rispetto a ad (g) , g  e SO (n — i)  X SO (/è),
3) K ~  Hom (R£ , Rn~k) come spazi su cui agisce il gruppo SO (n —-/è)xSO(/è),
4) Hom (R  ̂, ~ Rn~k 0  come moduli su SO (n •—■ k) X SO ik).

Infatti, per 1), 2), 3) basta osservare che:

/X  0 \  IO B\ /X -1 0 \  (O X BY -i\ IO XBYA
lo  Y / \ — B* o )  l o  Y -i) l— (XBY-1)* 0 /  “  l— (XBY*)* 0 /

Per quanto riguarda 4), si osservi che Hom (R^, R*-^) è isomorfo in modo canonico a 
(R*)* ®  Rn-k- d’altra parte, poiché operiamo col gruppo SO ((k), il prodotto scalare canonico 
su R  ̂ lo identifica a (R^)* come SO (Æ)-moduli.

Dal Teorema 1.2 segue che H* (G ,̂„) ~  (A (R£ 0  R*-£))SO-(fc)xSO(»-fc).
Il problema è ora ridotto al calcolo delle forme alterne sullo spazio R  ̂0  Rn~k invarianti 

rispetto all’azione del gruppo SO (k) X SO (n — k) che agisce nella maniera canonica, cioè 
(gl >g*) (u ®  v) =  g\ « ®  £2 v-

Tale calcolo si farà nel modo seguente: si calcolano innanzi tutto le forme multilinear! 
su R  ̂0  Rn~& invarianti, poi se ne deducono quelle alterne con l’operazione di alternazione. 
A tale scopo ricordiamo il seguente:

Lemma 1.3. Dati due spazi vettoriali U , Z, di dimensione finita su R, su cui operino 
rispettivamente i gruppi G ed H, si ha\

Horn (U 0  Z , R)gxh -  Horn (U , R)G 0  Horn (Z , R)H.

Dimostrazione. Horn (U 0  Z , R)GXH ~  ((U 0 Z )* )GXH ~  (U*0Z*)GXH ; (U* 0  Z*)GXl~  
-  (U*)G 0Z *  ; (U* 0Z *)GXH -  ((U* 0  Z*)GXl) 1XH ~  (U*)G 0  Z*)1xh -  (U*)G 0  (Z*)H.

Le forine multilineari di grado p  su R^0R»-^ sono forme lineari su (Rk)®p 0  ÇRn~k)®P. 
Dal lemma »segue che quelle invarianti sotto l’azione di SO(/£)xSO (n — k) sono combina­
zioni lineari di forme che si decompongono nel prodotto tensoriale di una forma multilineare 
di grado p  su R  ̂ ed SO (/^-invariante, e di una forma multilineare di grado p  su Rn~& ed 
SO {n — ^-invariante.



Lincei Rend. Sc. fis. mat. e nat. — Vol. LIX — dicembre 1975

Per procedere, conviene ricordare il teorema, fondamentale sugli invarianti di SO {k) 
([4], P- 53)- Sia V =  RA Gli invarianti per SO (k) di un numero r  di vettori v1 , z/2 , • • •, vr e V 
si ottengono tutti dai seguenti invarianti fondamentali:

ï) (v i ,v j)  prodotto scalare dei vettori vì e Vj,
2) v %2 ** 'v%k] determinante dei vettori z/  ̂ z,

Da questo teorema segue facilmente che le forme multilineari SO (i)-invarianti su
sono generate linearmente dalle forme del tipo:

1 ') (%  > % )  K-3 , % ) ■ ■ ■ (%_, , % ) {p pari),

2') [vh  ■ ■ ■ vjk\ {viy , v Ì2) ■ ■ ■ {vip_k_1 , ({p — k) pari).

Ci restringiamo per ora allo studio degli invarianti che si esprimono tramite i soli pro­
dotti scalari. In questo caso, le forme saranno necessariamente in grado pari, fi =  2 h.

Poniamo per semplicità V =  R  ̂, W =  Rw—A Dalle osservazioni precedenti segue che 
le forme multilineari invarianti su V 0  W che si esprimono mediante prodotti scalari sono 
generate linearmente dalle forme del tipo:

K . ^ 2) • • • j  K , . « * )  • • • & hh_x , w hh) =  .

Pertanto, alternando queste forme otterremo dei generatori lineari per le forme alterne inva­
rianti.

Se si ottiene da permutando gli indici ix , . .  •, i2h e j \  , • . . ,  j 2k con la stessa permu­
tazione a eS 2Ä, allora A (4»') =  i  A ove con A si è indicato l’operatore di alternazione 
sullo spazio (V ®  W)®p. Ci limiteremo pertanto allo studio dell’alternazione delle forme

9o =  (V1 > 2̂) * * * (v2k~l > v2h) (wo(i) , Wa(2)) • • • (wa(2h-l) , Wo(2Ä)) , CT e S2/& .

2. Il poligono associato ALLA FORMA cpa

Osserviam o innanzi tu tto  che A  (<pc) — o se a è la perm utazione identica. 
Infatti:

^  ^  J g - j  £a  (^ « ( 1) » ^ “ (2 ) ’ ' • (^ a (2 Ä ~ l)  > ^ «(2Ä)) ( W a ( l )  ,^ a ( 2 ) )  * * * ( W a Q h - 1 )  , W a(2h))

e fj>er ogni addendo, relativo quindi ad un oc€S2̂  fissato, ve ne è uno di segno 
opposto, relativo alla perm utazione oc' ottenuta dalla oc com ponendola con la 
trasposizione (oc (1) , a (2)). In  particolare non vi sono forme alterne non nulle 
e invarian ti in grado 2.

Sia ora g e S 2h una perm utazione diversa dalla perm utazione identica. 
Alla cpG si può associare un  complesso unidim ensionale nella m aniera seguente: 
si Consideri un  vertice in corrispondenza ad ogni vi e w jy un  lato per ogni coppia 
(vi y v i+1) ed un lato per ogni coppia (wâ  ,w a{j+1}). Per distinguere i lati dei due 
tipi li direm o rispettivam ente « lato di tipo v » oppure « lato di tipo w  ». Iden­
tifichiamo poi il vertice v i+1 del lato (vi , v i+1) con il vertice w a{j) , a ( j)  =  
— 1 +  Ij del lato (wG(j) ,w a(j+1). In  questo modo si ottiene un poligono chiuso, 
che denoterem o con P0. Per costruzione, i vertici di P0 sono in num ero di 
2 h\ in ogni vertice concorrono un lato di tipo v ed uno di tipo w\ P0 non è 
necessariam ente connesso ed in generale sarà unione disgiunta di più poligoni, 
ciascuno con un num ero pari di lati.
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Esempi :

Va =  A  . »2) (»8 > ^4) (»5 » ^a) (»7 > Vs) (W2 > w3> (wi  ’ ws) (w6 > WÙ (W8 > wl)
1 2/  '

/ “\

8

A

\  ' > lato di tipo w
\

h 3

lato di tipo v

\ /

9 o =  (»1 > ^2) (^3 » ^4) (*5 1 ^e) (^7 » ^s) fw 2 » w s) (W4 » Wl) (W 6 IW 7) (w 8 , w 5) 

1 2  5 6

I I I 1
I_________ I 1_________ 1

4  3 8 7

Siano ora a ' , a "  e S 2ä e P 0' , Pa" i poligoni associati alle forme qv  , cp0". 
Supponiam o che si possa stabilire una corrispondenza biunivoca fra le compo­
nenti connesse di P 0' e quelle di P0" in modo tale che ciascun poligono com­
ponente di P a' ed il suo corrispondente abbiano lo stesso num ero di lati. Esiste 
allora una perm utazione y € S2Ä tale che: a) y induce u n ’applicazione fra P0> 
e P0" che m uta lati di tipo v in lati di tipo v e lati di tipo w  in lati di tipo w; 
b) y induce sulle parti connesse di P0' la corrispondenza data. Segue che 
A  (qv) =  ± A (c p 0'/). Quindi l’operazione di alternazione sulle forme <p0 dà 
risultati distinti (a meno del segno) solo se i poligoni associati P 0 hanno tipo 
diverso di connessione.

L’osservazione precedente ci permette di scrivere in modo canonico le permutazioni <7, 
a partire dalle quali si vuole calcolare A (<p0), nel modo seguente. Indichiamo con <sk il ciclo 

— (1 2 ••• k). Le permutazioni c e S2% che consideriamo si decompongono in cicli G2h 
potendo un ciclo di lunghezza 2 k figurare con molteplicità >  o. Scriveremo

r
G — [ nl > n% > * * * » nA , S  2 k Hk =  2 h

intendendo che i numeri 1 , 2 , • • •, 2 k sono raggruppati ordinatamente in gruppi di due 
elementi, nt gruppi di 4 elementi, etc. sui quali operano le permutazioni a2 , a4, etc.

3. Alternazione delle forme cp02̂

Sia 92h — C1 2- • *(2 h -— 1) 2 k). La <pG2k si scrive esplicitamente: 

=  (A » vn) Os , v t) ■ ■ ■ (z>2a - i , Vm) (ws , w 3) (w 4 , w t) • ■ ■ (zum , Wj) 

ed il poligono P 02Ä è evidentem ente connesso.



7 6 2 Lincei — Rend. Se. fis. mat. e nat. — Vol. LIX — dicembre 1975

Proposizione 3.1. A (<p02Ä) =  o per h d ispari,

A ( 9 ^ )  7^ o form alm ente per h pari.

Dimostrazione. Sia J#* il sottogruppo di che lascia invariato il prodotto 
(vi > vì) (vs 1 v ì) ' ' • (»24-1 > v2h)- Poiché in esso si può sia trasporre la coppia di 
indici (7 , 2  +  1) sia com m utare due qualunque dei fattori si vede subito che 
^  è il prodotto sem idiretto di SA e di Z2 X Z2 X • • • X Z2 (h volte).

Si ha quindi:

A  0 P o 2 a )  (-2k)\  ?  > ^ o c ( 2 ) ) - • • ( v i2h - l )  , V a.m ) ( w x i 2 ) , W a(3)) -  ■ • ( z v <x(2h), w a a ) )  —
v ' oceb2h

(2 h)h ) \  ( p i  > V %) ’ ' * ( ^ 2 Ä - 1  ) V 3h)  2  £y ( ^ Y ( 2 )  >W Y (3 ) )  * * * ( W Y(2h)  >W Y(1))LYe.
+  . . .

ove i term ini omessi contengono ciascuno un prodotto di h prodotti scalari 
(Vi > zt») In cui almeno un fattore e relativo ad una coppia di indici (i , non
consecutivi. Essi si ottengono tu tti agendo con oc € sulle v e som m ando sugli 
elementi di a dd per le w.

Sia ora JC C il sottogruppo delle perm utazioni che lasciano invariato 
il prodotto (vx , v2) • • • (v2h~i , u2h) (w2 , w 3) • • • (w2h , w-f. Si vede subito che 
CtiT è isomorfo al sottogruppo delle trasform azioni rigide del poligono P 02A in 
se che m utano in se 1 lati di tipo v e quelli di tipo w. Esso è quindi isomorfo 
al sottogruppo generato dalle simmetrie assiali di P02̂  e dalle rotazioni di 
am piezza kiz\h , per k pari. O ra ogni sim m etria assiale di P 02̂  si ottiene con il 
prodotto di h trasposizioni sui suoi vertici, e quindi la corrispondente perm u­
tazione di idf ha segnatura positiva o negativa a seconda che h sia pari o dispari. 
U na perm utazione che dia luogo ad una rotazione del tipo indicato ha sempre 
segnatura positiva essendo il quadrato  di una perm utazione.

Concludendo: JT contiene perm utazioni tu tte  a segnatura positiva se h 
è pari, contiene una perm utazione a segnatura negativa e quindi h perm uta­
zioni a segno negativo ed h a segno positivo, se h è dispari.

Da qui segue quindi che il termine

(Pi yV2) • • • (% _1 , V2h) {w2 , Wf) • • • {w2h , w f

appare o no in A  (cp02̂ ) a seconda che h sia pari o dispari. Poiché in 
A  (?o2̂ ) i m onom i form alm ente distinti (complessivamente nelle v e nelle w) 
si ottengono in corrispondenza alle classi laterali di JT in S2Ä segue la tesi.

Indichiam o con qi =  A  (cp04|.). D a quanto appena visto segue che:

g ie (A (V ®  w )* )S0(*)xS0(w”A;), deg 9i =  4 A  9i *  o

form alm ente per ogni i  =  2 , 3 , • • •, n , • • •.
r

Sia ora ctg S2Ä , g =  \nx , n2 , • • •, nr] , ^  2 kn k =  2 h. Il poligono P a si
k=i

decompone nell’unione disgiunta di poligoni P 2Ä di 2 k  lati, e figurando ciascun 
poligono P 2Ä un num ero n]c >  o di volte.



Silvana A be as IS, Calcolo della coomologia di alcuni spazi, ecc. 763

PROPOSIZIONE 3.2. a) Se nella decomposizione d i P0 figura  un poligono 
P2j con nj f i o  e j  d ispari allora A (cp0) =  o.

b) Se tu tti i poligoni P2& della decomposizione d i P a che figurano con 
molteplicità nk f i  o sono relativi ad  interi k  pain, allora A (<pc) f i  o fo rm a l­
mente e si ha\

A ( 9 a ) - ( # u f e r u - - - u f c r

ove U indica i l  prodotto cup fr a  form e alterne e si e postom 1 =  n%, • • • ,m s =  n28 — nr.

Dimostrazione a). Supponiam o che nella decomposizione di P0 figuri 
effettivam ente un poligono P2?-, con j  dispari. In questo caso il sottogruppo 
CdT delle perm utazioni che lasciano invariato il term ine f i  , v2) • • • (v2ĥ l , v2h) 
(w °a) » ^0(2)) • * • (W(2ä-d >w a(2h)) contiene almeno una perm utazione di classe 
dispari (per esempio quella indotta dalla identità su tu tti i poligoni P2& per 
k f i  J c da una sim m etria assiale sul poligono P2j. Con ragionam ento del tu tto  
analogo a quello della Prop. 3.1 si ottiene la tesi.

ò) È subito visto che A (cp0) è form alm ente non nulla. Infatti, in 
questo caso il so ttogruppoJf non contiene alcuna perm utazione di classe dispari. 
Basta osservare che le perm utazioni di JT inducono trasform azioni del poligono 
P a in sé (m utando lati di tipo v in lati di tipo v e lati di tipo w  in lati di tipo w). 
Queste ultim e si ottengono dalle perm utazioni che m utano in sé ogni poligono 
P2& (tutte di classe pari per k  pari) e perm utando eventualm ente fra loro gli 
nk poligoni P2£ , se nk >  1, queste ultim e sono in ogni caso di classe pari perché 
prodotto di un num ero pari di trasposizioni. Per provare la form ula del prodotto 
cup basta osservare che se per esempio

G- — (1 • • Di) (k  +  I • • •,£ +  s) =  <7* G, , (pâ , os =  9ok ®<9as
e

^  (^Ojo,) — A ^  ^  Ì9 os)-

4. L a  Coomologia di BSO

Proposizione 4.1. L a fo rm a  q f i  A  (R* 0 ^)* è non nulla per  
k ' > 2 Ì , n - r - k i > 2  i.

Dimostrazione. Nelle condizioni poste è possibile scegliere 2 i vettori 
v(1) , • • •, v{2l) € R* =  V  in modo tale che (zfi , v ^ )  — $h’k.

Effettuiam o una tale scelta, ed in modo analogo siano z f i  , • • •, w {2i) e 
€ Rn k — W  tali che ( u f i  , u f i )  — 8h,k. Ci proponiam o di far vedere che la
Çi è non nulla quando si specializzino i vettori nel modo seguente:

v2t- 1 =  v2t =  f i  , t =  i , • • •, 2 i  ,

W2t — w 21+1 — ‘v f i  J t  =  I , • • • , 2 i  -—■ I ; W±i —- w 1 =  z f i l\
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Infatti qi si scrive esplicitamente: 

qi =  -çg ji Oi > O  • * ' (Vii-! , vu ) [(w2 , w s) ■ ■ ■ (w 4 i, Wj) 4------ ] H-----

Si vede quindi che la qh calcolata per la scelta fa tta  dei vettori v e w y dà un 
unico contributo non nullo ^uguale a proveniente dal term ine

esplicitam ente indicato; i term ini omessi, calcolati, contengono sempre a 
fattore almeno un term ine (z/Ä) , fi®) per h f i  /è, oppure un term ine (w® , zfi®) 
per h f i  k.

r Proposizione 4.2. I  monomi fiPfi11 U (q2)m2 U • • • U (qr)mr tali che 
T 1, 4 j  m 3 — 4Ò 2 fissa to , sono linearmente indipendenti come classi d i coomologia

d i De R ham  d i G& (Grassmanniana stabile dei k-p i ani orientati d i R°°), per 
k >  2 i.

D imostrazione. Per i  fissato ordiniam o l’insieme dei monomi in esame 
nel modo seguente. D ati due monomi^

■ u  {qrT r , 2  4  j  = 4  i 
1

b =  {q x ^ U ^ r u - - - U ( 7S)%
S

, 2  4  j  n, =  4  i 
j=1

diciamo che b <  a se m x ,m t =  n t , m t+1 >  n t+1

Proverem o il teorem a facendo vedere che, per ogni monomio ay si possono 
specializzare opportunam ente i vettori v e w  in modo tale che a sia non nullo 
su tale specializzazione ed i monomi b con b <  a siano tu tti nulli.

A  tal scopo osserviamo che, se denotiam o con a e a' le perm utazioni cano­
niche tali che a — A  (<p0) , b. =  A  (qv) , b <  a, per i poligoni associati P0 , PG', 
si ha quanto segue. Essi hanno lo stesso num ero di poligoni P a p e ry  — 1 , • • •,/; 
in P a', vi è almeno un  poligono P4U+1) in più rispetto a PG, e questo proviene 
da un poligono di Pa, con un num ero ovviam ente maggiore di lati, per 
degenerazione.

Scegliamo i vettori fi® , • • •, fi*^ ; w®  , • • •, come nella dim ostra­
zione della Prop. 4.1; scriviamo A  (90) analogam ente a quanto fatto per la q  ̂
in 4.1, e calcoliamola per la scelta ovvia delle vì gwj

(Vi =  V2 =  vm , • • ■, =  vu  =  v(*%) ;

® 8 = ® ä =  W C1) ,  • • • , W 0 ( 4 i - 1 )  =  Wa(4i )  =

per la quale il prim o addendo di A  (<p0) è non nullo e tu tti gli altri sono nulli.
A (cpoO è nulla se calcolata per la stessa specializzazione dei vettori. Infatti, 

i term ini che contengono come fattore il prodotto (vx, v2) • • • , vfi), calcolati,
contengono anche almeno un fattore (w® , w®) per h f i  k\ tu tti gli altri sono 
nulli, perché contengono almeno un fattore (fi® , fi®) per h f i  k.
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P r o p o s iz io n e  4.3. H* (BSO) =  R [q, ,• • -, qs ,■ ■ •].

Dimostrazione. Discende dalla Prop. 4.2 dopo aver osservato che BSO 
si ottiene stabilizzando doppiam ente la grasm aniana Gkt„, in questo limite 
le forme m ultilineari su invarianti per l ’azione di SO (/è)xSO in —  k)
che si esprimono tram ite determ inanti, svaniscono.

5. L a  c o o m o lo g ia  d i  BSO {k) =  Gk

Consideriam o H* (G*.). Esso è generato dalle classi qx , ■ ■ • , q s ■ ■ ■ , se k  è 
dispari e tali classi sono invarianti rispetto ad O (P). Se k  è pari si devono inoltre 
considerare quelle forme che provengono per alternazione da forme m ulti­
lineari su R *0R °° che si esprimono tram ite il determ inante. Queste ultime 
non sono invarian ti rispetto ad O (k). In particolare, conviene considerare 
l’elemento:

eih =  A  ( [vr v2 ■ • • vìh\ (wj ,w 2) - ■ ■ (w2A_! , zu2h)) , k =  2 h.

Proposizione 5.1. PI* (G2A+1) =  R  \qv , - - - , g h] ove q1 , • • •, qh sono gene­
ratori polinom iali algebricamente indipendenti,

(G2ä) =  R  [̂ 1 , • • •, qh , e2h] con Punica relazione e2Ä G R \qx ,. . ., qh]. 

Lemma 5.2. H* (G2) =  R  [>2].

Dimostrazione. H* (G2) =  (A (R 2 (x)R00)*)SO(2)xso =  (A (R ^ ©  R°°)*)SO(2) xSO

= X ® A (R °^ (8 )A (R 00))*SO(2)xSO.

In  A (R°°) (x) A (R°°) le forme si ottengono alternando separatam ente 
rispetto ai prim i i  indici ed agli ultim i j .

Ogni form a m ultilineare di i -f- j  vettori ux , • • •, Ui , zx , • • •, © invariante 
per SO è combinazione lineare di prodotti 9 di prodotti scalari (ur , u s) , (zr , zs) , 
(uf , z s). Se nel prodotto 9 figura il fattore (ur , u s) oppure (zr , zs) esso è 
sim metrico in due indici o del prim o o del secondo insieme di indici e operando 
la alternazione si annulla.

P ertanto  occorre considerare solo forme del tipo:

4*0 ~  (U1 » ^o(l)) (U2 ) 2o(2)) • ' * (u% J ^o(i)) 5 2 =  J  ,

e la loro alternazione:

A  ( 9 o )  Z(X £ 3  ( u oc(l) > ^ ß o ( l ) )  ‘ * * (Ua( i )  ,  ^ ß o ( i ) )  •

Si ottiene pertanto, a meno del segno, u n ’unica forma di grado i , i \  dalla 
definizione di prodotto cup segue subito che essa è la potenza ima della forma
( * ,* ) €  A1 (R00)* ® A 1 (R 00)*.
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La forma (u , z), in terpretata come forma in A2 (R 2©R°°)*, si riconosce 
subito essere la form a e2 . Infatti, abbiam o quanto segue:

(R°°)* <g> (R 00)* -  A1 (R°°)* © A1 (R°°)* -*  A2 ((R00)* © (R°°)*).

Con queste inclusioni, ad una forma bilineare 9 corrisponde una forma 
alterna 9 data  da 9 (zq +  © , zq +  z2) =  9 (zq , ,q) ■— 9 (zq , 23).

Nel caso che ci interessa, la forma è 9 (u , z) =  (u , z).
N ell’ulteriore identificazione di R 2 © R 00 =  R°° © R°°, fatta m ediante 

uso di una base a , b in R 2, i vettori v1 © w x e vanno rispettivam ente
in \  w x +  (q w 1 e \ 2w 2 +  [x2 ze/2, ove si sono indicate con (Xx, q )  , (X2 , q )  rispet­
tivam ente le coordinate di vx e z>2. Pertanto:

9 (Xj seq +  q  zeq , X2 zq  ©  q  zq) =  X]̂  q  (zq , zq) — X2 q  (zq , zq) == q  (q  ©Wj , q  © zq).

Osservazione. Il gruppo ortogonale 0  (2) è il prodotto dei gruppi SO (2) e Z2, ove Z2 
è costituito dalla matrice identica e dalla matrice t  =  ^  ^). O (2) opera sulle forme di

A (R2 ©  R°°), e l’azione di t  è data da t  (e2) =  — q.
D’altra parte dal calcolo diretto si ottiene che e2 =  2 qy, segue quindi che gli invarianti 

per il gruppo ortogonale sono i polinomi nella classe qv

Consideriamo H* (G2 X • • • X G2), ove figurano k  copie di G2. Tale anello 
è u n ’algebra di polinomi in x 1 , • • •, a q  ove si è indicato con q  la classe e2 della 
componente ima H* (G2).

Consideriamo il toro massimale

SO (2 )x S O  (2) x • • • XSO (2) C SO  (2 d) C SO  (2k  © I).

E noto che i morfismi:

H* (BSO (2 k)) -> H* (G2X * • • X G2)w 

H* (BSO (2 k +  i)) -> H* (G2X • • • X G2)w

ove con W  si è indicato il gruppo di W eyl di SO (2) X • • • XSO (2), sono 
iniettivi.

Proposizione 5.3.

1) H* (BSO (2 k)) =  H* (G2 X • • • X G2)W =  R [ax , • • •, , e] ove q  è la
ima funzione simmetrica elementare delle x \  , x \ , • • •, x \  , e . =  x 1 x 2 • • • x h , e2, =  ak .

2) H* (BSO (2 k +  i)) =  H* (G* X • • • X G2)w =  R [a, ,• --, <r*].

Dimostrazione 1). Sia W ' il sottogruppo generato dal gruppo S k delle 
perm utazioni sui k  fattori della decomposizione R2* — R 2© • • v© R 2 e dagli
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elementi Tj , 1 — 1 , • • •, k  , ove t* è la m atrice 2 k X 2 k

h
12.

'i*

nel blocco imo.

W ' =  S* J_L Z2X • • • XZ2 (k volte).

Sia ora W  =  W 'n  SO (2 /è) =  Ŝ . J_L H, ove H è il sottogruppo generato 
dai prodotti di un num ero pari di t* esso è il gruppo di W eyl.

W ' opera con S k perm utando le classi x l t  - ■ - , x h, opera con le m utando 
segno alla classe x.i e lasciando fisse le x , per 1 j . Gli invarianti di 
H* (G2X • • • X G2) rispetto a W ' si esprimono q u in d i‘come polinomi nelle 
funzioni sim m etriche 0 l , • • •, ah delle x \ , ■ ■ ■, x\. Gli invarianti rispetto a W  
sono, oltre a quelli invarianti rispetto a W ', anche quelli che si esprimono 
polinom ialm ente nella classe e =  x ,  • • • x h. Infatti sia /  un polinomio nelle 

2*.invariante rispetto a W. Supponiam o che in esso figuri il monomio

ove alm eno uno degli esponenti j t è nullo, sia esso/*.
Operiam o sul monomio con t x , t 2 , • • •, e W. x\ cam bia segno con 

l’azione di t i  , ;r2 cam bia segno con l’azione di t 2 t*, etc.
Segue che gli esponenti j x , • • - , j r non nulli sono tu tti pari. Consideriamo 

la decomposizione canonica di / , / = < ?  / x + / 2 -Jx e d /2 sono polinomi simme­
trici nelle x \  , x k.

P ertan to  H* (G2 X • • • X G2)W =  R  .[a, , • • •, o*] © R  [Cl , • • •, a*] e.
Prim a di concludere, consideriamo l’analogo calcolo per 2).

Dimostrazione 2). Siamo ora nel caso SO (2) X • • • XSO (2) C SO  (2 k  + 1 ). 
Il gruppo W '=Sfc J_LZ2x  • • • XZ2 (/è +  i volte) è il gruppo generato dalle per­
m utazioni di S* (che operano sulla decomposizione di R 2*+1 =  R 2© • • • © R 2© R  
perm utando fra loro i fattori R 2) e dalle m atrici t x , • • •, t* , e, ove le n

sono quelle definite nel caso 1) immerse in SO (2 k  +  1) , e =

0  gruppo W  =  W ' n S O ( 2 Ì  +  i ) =  S * U H ,  ove H è generato dai 
prodotti pari di T j, • • •, t* , e, è il gruppo di W eyl in questione.

Gli elementi t { e operano su x { cam biandone il segno e lasciano fisso x j 
per i=$=j. Segue che gli invarianti di H* (G2 X • • • X G2) rispetto a W  si scrivono 
come polinomi nelle funzioni sim m etriche g1 , • • •, or* , di x \  , • • •, x\.

Ti =

che contiene la m atrice
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Per concludere basta ora osservare che se i morfismi

H* (BSO (2 k)) -*  H* (GjjX • • • X G2)w 

H* (BSO (2 k  +  I)) - ,  H* (G2 X • • • X G2)w

sono iniettivi, allora sono anche suriettivi. Infatti, gli elementi di H* (BSO (2 k) 
(risp. H* (BSO (2k  -(- 1)) che sono invarianti ortogonali formano una 
sottoalgebra, che si inietta in H* (G2 X • • • X G2)W Tali algebre hanno la 
stessa dim ensione fino al grado 4k, (cfr. Prop. 4.2),- m a II* (G2X • • • X 0 2)W 
è generata  dagli elementi in grado <  4 k, pertanto  coincidono. Questo 
conclude quanto  afferm ato in 2) per il caso 2 / è + i .

N ell’altro caso, in entram be le algebre vi è una classe (e2k € H* (BSO (2 k)), 
e e H* (G2 X • • • X G2) nello stesso grado, invariante solo per il gruppo orto­
gonale speciale, pertanto  l’ultim o generatore va in un elemento della forma 
2 + /  con /  € R K  , • • *, cr&], ciò che completa 2).

La dim ostrazione di 5.1. segue ora come Corollario da 5.2.
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