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Geometria algebrica. — Alcune osservazioni sui moduli delle
curve appartenenti ad una data superficie algebrica. Nota di Exrico
ARBARELLO, presentata @ dal Socio B. SEGrE.

SUMMARY. — Certain well known results by B. Segre are generalized by showing
a further impossibility of extending for conveniently high values of the genus g a process
given by Severi in studying the moduli of algebraic curves. It is also shown that, for g > 6,
no algebraic system of non-singular algebraic curves of genus ¢ having general moduli can
lie on any given algebraic surface.

INTRODUZIONE

In questa Nota si studiano particolari sistemi algebrici di curve di genere g
giacenti su superfici algebriche.

Nel § 2, basandosi su alcuni fondamentali risultati dovuti a B. Segre,
si dimostra che, per alti valori del genere, non esistono sistemi algebrici di
curve a moduli generali, appartenenti a superfici razionali, le cui singolariti
(supposte nodali) descrivono certe varietd razionali. Si riesce cosi, ancora
una volta (cf. [S]) ad escludere una possibile via per estendere il metodo
usato da Severi nella sua dimostrazione della unirazionalitd dello spazio dei
moduli delle curve di genere g < I1.

Nel § 3, si dimostra che, per g > 6, non esistono sistemi algebrici di curve
non singolari di genere g a moduli generali giacenti su di una fissata superficie
algebrica (non necessariamente razionale).

§ 1. NOTAZIONE E TERMINOLOGIA

In ci6 che segue faremo uso delle seguenti definizioni.

DEFINIZIONE 1.1. Sia S una superficie algebrica irriducibile, ridotta
e non singolare. Sia V una varieta algebrica, ¢ E una sottovarietd di S XV.
La coppia (2,V) & un sistemma algebrico di curve di S, sopra V, se, per ogni
y€V B, =E . (SX{y}) & una curva algebrica contenuta in S.

Ricordiamo inoltre che un sistema algebrico (Z,V) si dice irriducibile
se V & irriducibile e che la dimensione di (B ,V) &, per definizione, la dimen-
sione di V.

Nel caso in cui S = P, si dird che il sistema algebrico (2, V) & un sistema
di curve pigne di grado n e genere g se, per un punto generico y €V, la curva

—

&, ¢ di grado # e genere g.

(*) Nella seduta del 15 novembre 1975.
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. . . . . . 2
Per un fissato # si consideri ora lo spazio proiettivo P,,N= (”i— )——- I,

e siano (@) coordinate proiettive in Py. Un punto (a;) € Py, determina in
modo univoco la curva piana % (a;;) di grado » data dalla

% (ay) = {(Xo, Xy, Xy) €Py: Zay; X777 Xi X] = 0} .

DEFINIZIONE 1.2. Sia V una sottovarietd ridotta di Py. Il sistema alge-
brico (%, V) di curve piane di grado # si dice determinato da V se, per ogni
y€eV,y=(ay),E, =% (a;). Se V & un sottospazio lineare di P, allora il
sistema algebrico (Z,V), determinato da V, & un sistema lineare.

Assumiano ora che VC PV sia una sottovariet ridotta e che d=dimV > o.
Sia (Z,V) il sistema algebrico di curve piane determinato da V. Sia y,
un punto generico di V. Denotiamo con Ly, (V) lo spazio lineare tangente a V
in yo, ¢ consideriamo il sistema lineare di curve piane (2°, Ly, (V)) deter-
minato da Ly, (V). E facile vedere che le curve di (X%, Ly, (V)) tagllano su
25, = Xy, una serle llneare gt Se Dy & il divisore fisso della g5t allora la
serie lineare g4 ' = (g% — D,) & per definizione la serie caratteristica di (£, V)
su Zy,.

Vale la seguente

PROPOSIZIONE 1.3. (cfr. [Se)). Sia (B ,V) wun sistema irriducibile di
curve piane (irriducibili) di grado n e genere g. Sia d = dim V > o, ¢ si assuma
che per un generico punto y €V, la curva plana X, possegga s punti multipli
(dzstmtz) Xy, ,xs di rispettive molteplicita v, ,- -+, vs. Sia m il grado della
serie camz‘z‘erzstzm ot di (X, V) su Xy, eilindice di specialita della serie com-
pleta | g5\, Allora:

(1.4) m = nt—Zv; (v — 1),
(1.5) d<3ntgt+i—r1.

Concludiamo queste osservazioni preliminari col richiamare le seguenti
notazioni.

Sia C una curva piana irriducibile di grado # e genere g. Siano x, ,- - -, ,
i punti multipli di C, di rispettive molteplicita v ,- - -, v,. Si ponga H = Sy, x;.
Si denotera allora con | C | il sistema lineare di tutte le curve piane di grado #
passanti per x, con molteplicitd w; =v;. Ricordiamo che la dimensione vir-
tuale di |C |; & data da

(1.6) dim. virt. |C ly = (1) 7 (2 + 3)— () S v (vy + 1)
e quindi
(1.7) dim |C |; = dim. virt. |C | .

Infine, il genere g di C & dato da
(1.8) E=Dr—0Er—2)—@ Zvi(i—1)
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§2. CURVE NODATE SU DI UNA SUPERFICIE RAZIONALE

Sia M, lo spazio dei moduli delle curve algebriche di genere g. Com’¢
noto [cfr. [D-M]] M, & una varieta quasi—proiettiva irriducibile a dimen-
sione 3¢ — 3.

Data una curva C non singolare e di genere g, denoteremo con s (C)
il punto di M, che corrisponde alla classe di equivalenza birazionale di C.

Un sistema algebrico (E,V) di curve di genere g appartenenti a una
superficie S determina un’applicazione razionale . : V ->M,, deﬁmta sul-
Paperto di Zariski V' = {yeV.g@E) =g} ponendo m(y) =m (._.y), dove
&, ¢ la normalizzata di E,.

Lo studio della struttura globale di M, & spesso ricondotto a quello di
opportuni sistemi algebrici (2, V) per cui my (V) =M, le curve di un tale
sistema si dicono a moduli generali.

In [Se] Severi dimostra che per g < 10, & possibile trovare dei sistemi
algebrici (X, V) di curve piane a moduli generali per cui lo spazio V dei para-
metri & razionale, riuscendo cosi a stabilire la unirazionalita di M, per g = 10.

Questo risultato viene conseguito scegliendo, come sistema algebrico
quello delle curve piane di ordine minimo ed osservando che, per g = 10,
i punti doppi della generica curva del sistema possono assumersi genericamente
nel piano. Se si denotano con x, (3),-++, x5 (») i 8 punti doppi della curva
generica X,, si definisce una applicazione razionale, genericamente surjettica,
oy : V = @)® ponendo oy () = (2, (¥), -+, %5 (9)), ove ®)® denota il
prodotto simmetrico d—tuplo di P,. Posto H (y) = 22 x;(y), si avra, con le
notazioni del paragrafo precedente, p A (x; (), -, % () = |2, | ny) cid
che mostra la linearita delle fibre di p,. Da cio segue facilmente che V ¢
razionale, e quindi M, ¢ unirazionale per g =< Io.

La dimostrazione di Severi si basa dunque sull’esistenza, per g = 10,
di un sistema (2 ,V) di curve piane tale che

(2.1) my (V) =M, (ossia, curve a moduli generali).
(2.2) La curva generica di (X,V) ha § punti doppi.

(2.3) ey (V) = (P)® (ossia, i punti doppi possono scegliersi genericamente
in P,).

E facile verificare che per ¢ > 10 un sistema (X, V) soddisfacente (2.1),
(2.2) e (2.3) non esiste. Ogni estensione del metodo di Severi dovra quindi
comportate una modifica nelle condizioni (2.2) e (2.3). E quindi naturale chie-
dersi se si riesca, in tale intento, a modificare solo una delle condizioni (2.2)
e (2.3).
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Caso I. Se vogliamo conservare (2.3), la condizione (2.2) si dovra modi-
ficare nel senso che dovranno essere permessi punti singolari di arbitraria
molteplicita.

Questo caso ¢ stato analizzato da B. Segre in [S], e nel seguente teorema
egli dimostra I'impossibilitd di estendere il metodo di Severi in questo primo
caso.

TEOREMA 2.4 (B. Segre). Sia (5,V) un sistema algebrico irriducibile
di curve piane di grado n e genere g > 36. Si assuma che la curva generica di
(X, V) abbia s punti multipli ¢ si supponga inoltre che questi punti multipli
possano assumerst genericamente in Py. Allora le curve di (5 ,V) sono a modult
particolari (ossia my (V) & una sottovarieta propria di M,).

Nello stabilire questo risultato, B. Segre ottiene e fa uso del seguente
Lemma, che sard anche essenziale nel nostro studio.

LEMMA 2.5 (B. Segre). Sia (X,V) wun sistema algebrico di curve piane,
di gemere g > 36, tale che my (V) =M,. Siano, per un punto generico y €V,
21 (¥) oo, %5 (¥) & punti multipli di 3, e sia vy la molteplicita di x;(y).
Posto H (y) = Zv; X (¥), allora:

dim I Zy ‘H(y) =0, dim. virt. l Zy ‘H(y) < —g.

Caso II. Se si vuole conservare la condizione (2.2), allora la condizione
(2.3) dovra modificarsi nel senso che si potrd assumere che oy (V)C PP sia
una sottovarietd razionale di Pgs).

Nell’analizzare questo caso, limiteremo la nostra attenzione a particolari
sottovarietd razionali di P{. Piu specificamente il nostro obiettivo sari quello
di decidere se esistano sistemi algebrici (£, V) di curve piane di genere g > 10
tali che.

(2.6) my (V) = My;
(2.7) la generica curva X, di (¥,V) ha ¢ punti singolari fissi e 3 nodi;

(2.8) tra i 3 nodi, / variano genericamente lungo curve razionali di P, e i
rimanenti possono essere presi genericamente sul piano (cosicche

ov(VC PP & razionale).

Il fatto che in (2.8) si permettono delle singolaritd fisse, gid suggerisce
che I'ambiente pit naturale per il nostro sistema algebrico & la superficie
razionale che si ottiene, da P,, per dilatazione dei ¢ punti singolari fissi delle
curve di (X, V).

Poniamo quindi l'ipotesi piti generale che le curve del nostro sistema
algebrico giacciano su una superficie razionale, S.

" Sia dunque (2, V) un sistema algebrico irriducibile di curve irriducibili
di genere g, su di una superficie razionale e non-singolare. Porremo, come al
solito, my : V. =M, ove m, (y) =m (E,,)
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Siano ora I'y ,- -+, I}, 7 curve distinte di S e si assuma che, per un punto
generico ¥ €V, B, abbia &8 punti doppi x;(¥), -+, x5 (y) tali che

XjEFi ’ ri—1+1§j<ri’ i=1,--,1
ove O=ryg < < -+ <1 =3.
Sia s; = #;—7;_;, si denoti con I'*? il prodotto simmetrico s;—plo di
I}, e con s@=m ) prodotto simmetrico (8§ — »))-plo di S.
Si definisce quindi un’applicazione razionale
ovs: V — ngl) Ko X 1‘\%82) XS(B—”)

ponendo
(2.9) evs (1) = (0 (), -+, x5 ().

Ferme queste notazioni, il seguente teorema ci dice che, anche in questo
caso, il metodo di Severi non si puod estendere.

TEOREMA 2.10. Sia S una superficie razionale non—singolare. Sia (B ,V)
un sistema algebrico trriducibile di curve di S di geneve g > 36. Siano Iy ,- -+, I,
[ curve di S ¢ si assuma che per un punto gemerico y €V, la curva B, abbia 3
nodi ¢ che oy (V) = ¥V x - - XTE0 % S®"D: allora my (V) & una sottovarieti
propria di M.

Dimostrazione. Assumiamo my (V) =M,. Sia ¢:S — P, un’applicazione
birazionale. Per un punto generico y €V, sia # il grado della curva ¢ (&,).
I1 sistema algebrico (B, V) si lascerd quindi trasformare, tramite la ¢, in un
sistema algebrico (X ,V) di curve piane di genere g e grado .

Si ponga A; = ¢ (I';) e si supponga che I'y,---, I, , ¢ </ siano quelle
curve I' che non sono trasformate, tramite la ¢, in punti di P,. Potremo
quindi concludere che la curva generica %, del sistema (%,V) ha /—t=0¢
punti multipli fissi, %, ,---, %, di rispettive molteplicitd v, ,- -+, vs € 8’ nodi
2 (%), -+, x5 (). Come al solito, si definisce un’applicazione razionale

ovp,: V = (B} X x{ T} X APV X AP X PETR
dove 7, = Xs;, ponendo
| vy () = @, o, 5 (9) 0 0 ()
Dalle ipotesi fatte segue che

(2-1 I) ‘ ‘ pV,Pz (V) = {El} oo X{ic} X Agsl) NEEE X AJ(:»;) x P2(8’__1‘T) .

Per un punto generico y €V poniamo H (y) = Zv;x; + 22 x; (9) .
Si ha quindi ey, (pv,p, (7)) C| Sy |ug) e essendo g > 36, possiamo
concludere, per il Lemma 2.5, che

dim ¢vp, (pvp, (¥)) = 0 .



730 Lincei - Rend. Sc. fis. mat. e nat. — Vol. LIX — dicembre 1975

Da cio e dalla (2.11) segue che
(2.125 dim (V) = dim py,p, (V) =2 & — 7, .
Dal Lemma 2.5, dalla (1.6) e dalla (1.8) si trae che
(2.13) dim. virt. | Z, gy < —g,
(2.14)  dim. virt. | Zylug) = (1/2) 7 (2 4 3) — (1/2) Zv; (vi + 1) —3 ¥,
(2.138) =12)(n—1)(m—2)— (1/2) vy (v;— 1) — 3" .

Distinguiamo ora due casi: a) 8 >, &) & =r..

CASO0 a): Sia y, € V un punto generico, sia V' C V la varietd bidimensionale
definita da

V' = PG,IPZ (@) X - X Ao} X{wy (¥0)} X+ -+ X {xsr_1 (¥0)} X Py).

Sia (X', V') il sistema algebrico di curve piane irriducibili determinato
da V'. Si noti che se y € V' allora X, = X,, e che i punti singolari di X, sono

Ty, oo B, 21 (Vo) w0y X1 (Vo) » Xt ().
Sia g la serie caratteristica di (&',V’) su X,
Poiché xsr (¥) & l'unico punto multiplo variabile del sistema, avremo
(2.16) m < —Zv— (¥ —1)22—2(2—1) =2 — Vi —49% + 2.
Si ha inoltre (cfr. (2.14), (2.15))
(2.17) dim. virt. |2 gy = 22— i —4 8 +2—g—1.
La;(2.16) e la (2.17) danno

(2.18) m' = dim. virt. | Z, |y +g + 1.

Ora il Lemma (2:5) e la (2.18) forniscono »’ < 1, il che & assurdo.

CASO b): Sia yy € V un punto generico di V, sia V/CV la varieta bidi-
mensionale definita da

V" = ovp, (B} X X {Fa} X {2 (30} X -+ X {Hr—e (Fo)} X Acy X A).

Procedendo come nel caso a), consideriamo la serie caratteristica gy
di (Z",V'") su X,. Troviamo

(2.}9) m' <2 — (8 —2)2—2(—1)—2(2—1) =

= — N —4 % 4.
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La (2.17) e il Lemma (2.5) danno in questo caso 7'’ < 2, il che & assurdo
dal momento che le curve di (2, V) sono a moduli generali e quindi non ipe-
rellittiche.

Resta cosi dimostrato che mey (V)==M,.

§3. UN’OSSERVAZIONE SUI SISTEMI ALGEBRICI DI’ CURVE NON-SINGOLARI
APPARTENENTI AD UNA SUPERFICIE

Il problema che ci poniamo in questo paragrafo & quello di decidere se
sia possibile trovare, su di una superficie algebrica S fissata, un sistema alge-
brico di curve non-singolari di genere g a moduli generali. Vedremo che cid
¢ impossibile non appena sia g > 6. Nel nostro studio utilizzeremo il seguente
fondamentale risultato, dovuto a G. Castelnuovo (cfr. [C]).

TEOREMA 3.1 (Castelnuovo). Se (X, V) & un sistema lineare di curve prane
di genere g > 6, allora my (N) é una sottovarieta propria di M.

TEOREMA 3.2. Sia S una superficie algebrica non—singolare. Sia (2 V)
un sistema a{gebrzco di curve non—singolari di Lenere g > 6 appartenenti a S;
allora my (N) ¢ una sottovariets propria di M,.

Dimostrazione. Supponiamo .y, (V) =M,. Sia K il divisore canonico
di S. Sia y €V un punto generico. La formula di aggiunzione (cfr. [S]) porge

(3-3) ‘ 286—2= Ey (Ey + Kg) .

Sia d =dimV. Sia m = (8, ) il grado della serie caratteristica
"t di (2,V) su ny P01che d = 3g—3, segue dal teorema di Riemann—
Roch che la serie |g&'| & non speciale e che

3¢—2=d—1=m—g=(E, E)—g
Questa diseguaglianza e la (3.3) danno

(Ey-KS)g-—zg<o,

e questa implica a sua volta che tutti i plurigeneri di S sono eguali a zero.
Per il Teorema di Enriques si ha quindi che S & rigata: S = B X P!, dove B
& una curva non-singolare. Poich¢ E,CS, abbiamo un’applicazione razionale

p—

2, — B. Ma abbiamo supposto che &, sia a moduli generali e quindi B risulta
una curva razionale.

Ne segue che S ¢ razionale. Sia ¢ :S — P, un’applicazione birazionale.
Siano C, ,- - -, C; le curve di S che vengono trasformate in punti di P, tramite
la ¢. Poniamo, per un generico y €V, v, = (E, - C;), e sia H (») = Zv; ¢ (C.

Si avfd quindi che il sistema (Z,V), trasformato di (8,V) mediante
la ¢, ¢ contenuto nel sistema lineare | ¢ (8,) |ug). Il teorema da stabilire &
cosi un corollario del Teor. 3.1.
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