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Analisi matematica. — S u ll’urto parzialmente elastico o anela
stico di una corda vibrante contro un ostacolo. Nota II di C l a u d i o  

C i t r i n i , presentata <*) dal Corrisp. L . A m e r i o .

S u m m a r y . ■— We give the proofs of Lemma 3 and Theorem 3 of Note I: “ In the 
anelastic case, the number of impacts of a string vibrating against a wall is always finite

§ 4. D imostrazioni del Lemma 3 e del T eorema 3

L em m a  3. Sappiam o che per j  >  2 la /-e s im a  linea di influenza contiene 
al più una coppia (m), diciamo P,- Qj R,-; è inoltre y  (Q?-) =  K — ocj <  K.

1) Consideriamo la (eventuale) coppia (ni) di X3, e m ostriam o che i l  punto  
Q2 è interno a l rettangolo P 3 Q 3 R 3 S3.

R isulta infatti y  (B2) — — K — oc2; inoltre (fig. 5):

y  (Q*) = y  (t 8) + T (Rs) — t  (w 8) -  y  ( t3) + k  — y  (w3)
T (P 3) =  y  (B2) +  y  (P 3) — y  (V8) =  — K —• a2 +  K — y  (V3) =  —• a2 — y  (V3)

da cui som m ando

(4 -0  y  (Q*) =  K —  oc2 — y  (V3) — y  (W 3) =  K —  oc3.

Poiché y  (Qa) <  K, deve essere a3 =  oc2 +  y  (V3) +  y (W 3) >  o.
Suppohiam o V 3 e Q2 B2. R isulta allora y  (Q2) =  y  (P2) +  y  (Q2) —  y  (P2) =  

=  o +  (K  —  a2) —  K =  — a2 (cfr. punto i d) sulle proprietà dell’urto  ane
lastico), ed inoltre y  (V3) <  y  (Q2) =  ■— oc2; ma, essendo y  (W 3) <  o, dalla 
(3.8) segue ocj <  a2 — a2 +  o =  o, assurdo. Pertanto V 3 € Q2 B2, ed analoga
m ente W 8 e Q2 B,, e quindi il punto Q2 è interno al rettangolo P 3Q 3 R 3 S3. 
Lo stesso ragionam ento si applica tra  e X̂-+1 , j  >  3.

2) M ostriam o ora in d) e è), che in  tutta la spezzata Q2 Q 3 Q2 risulta
y  <  K —  a 3 =  y  (Q3).

a) Supponiam o V 3 e P2 Qa. È  allora in tu tto  X 3 P 3: y  <  K  =  y  (P 8), 
e pertanto  in Q2 Q 3 è y  <  K  — a 3 =  y  (Qs).

Analogam ente, se W 3 e Q2R 2, si ha y  <  K —  a 3 in Q2 Q 3.

(*) Nella seduta del 15 novembre 1975.
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b) Supponiam o W 3 e C 2 R2. È allora, necessariamente, _y.(W3) — o. 
Infatti è y  (R 2) =  o (cfr. la fig. 1, scambiando AB con CB), e y  (R 2) =  
=  y  (R3) +  V (R2) — y  (W 3) =  K +  o •— y  (W 3); se fosse dunque y  (W 3) <  o, 
risulterebbe y  (R 2) >  K, assurdo. In  tu tto  il segmento R 2 R 2 è allora 
y  <  K =  y  (R2), e quindi in Q2 Q 3 è y  <  K —  a 3 =  y  (Q3). Analogam ente 
se V 3 € A 2 P2 si h a jy <  K — oc3 in Q 3 Q2. In  ogni caso è quindi y <  K — oc3 =  y ( Q 3) 

Q2 Q3 Q2 •

3) Consideriamo ora la linea X4, am m ettendo che anch’essa contenga 
una coppia (m), P 4Q 4 R 4 (fig. 6). M ostriamo che il punto Q2, è interno anche 
al rettangolo P4Q 4 R 4S4 (che, per quanto provato in 1), contiene il punto Q 3).

Ciò è evidente se P 4 Q 4 R 4 S4 contiene la spezzata P 3 Q 3 R 3. Supponiam o quindi, 
ad esempio, che il lato P 4 S4 intersechi P 3 Q 3 in X4, e m ostriam o che X 4 e P 3 Q2 
(Q2 escluso). Se infatti fosse X 4 e Q2 Q 3 sarebbe y  (X 4) <  K — a 3, da cui 
y  (V4) =  y  (X 4) —  K <  —  oc3 (cfr. punto 1 d) sulburto anelastico), e quindi, 
per la (3.8) con gli indici increm entati di 1, y  (Q4) >  K, assurdo.
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4) Come al punto 2) si m ostra poi che è y  <  K —  a4 in Q3 Q 4 Q3. Essendo 
ora in Q2 Q 3 : y  < y  (Qs), ne segue che in Q Ï Q3 è y  < y  (Q3) <  K  —  a4: ana
logam ente si ragiona in Q* Q3* Si deduce perciò che risulta y  <  K —  a4 in  
tutta la spezzata Q2 Q 4 Q2*.

5) Ragioniam o ora per induzione. Supponiam o che la linea \ n possegga 
una coppia (ni) e che siano verificate le due ipotesi:

a) il punto Q2 è interno al rettangolo Fn Qn R n S n , b) dette Q2* e Q!£n) 
le proiezioni di Q2 rispettivam ente sui segmenti Qn R n e Pn Qn, risulta 
y  < K  —  otn in tu tta  la spezzata Q f  Qn Q(2n).

R agionando quindi come al punto 3) si vede che Q2 è interno al rettangolo
Qw+i R w+i Sn+1 (basta sostituire 3 con ^ e 4 con n 1).
Si m ostra poi che y  <  K —  an+1 sulla spezzata Q f +1) Qn+1 Q f +1)* con un 

ragionam ento analogo a quello del punto 4). Ne segue che le proprietà a) 
e b) sono verificate anche Xw+1 , e pertanto esse sono vere per ogni n.

6) Il processo non può continuare che un num ero fin ito  di volte, in quanto 
la distanza tra  due linee di influenza è non minore di una quantità positiva, 
ind icata  dal Teorem a 1.
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Esiste pertanto una linea Xj che non contiene coppie (ni). L a seconda parte 
del lem m a è allora im m ediata. In fatti (fig. 6) se ad esempio X2 non possiede 
coppie (ni) è oc2 =  o; m a y  (V3) <  o, y  (W3) <  o, quindi per la (4.1) y  (Q3) >  K, 
cioè anche X3 non possiede coppie (ni).

TEOREMA 3. Dal Lem m a 3 sappiam o che esiste una linea di influenza X 
che non contiene coppie (ni), e che anche le successive linee di influenza non 
possono contenere coppie (ni). È pertanto sufficiente m ostrare che esiste una  
linea sulla quale risulta verificata la condizione y  (x  , t  (x)) >  o; tale linea, 
per il Lem m a 1, risulterà Lultima.

Consideriamo quindi (fig. 7) la prim a linea di influenza X che non contiene 
coppie (ni), e siano AB e BC i segmenti di caratteristica condotti dagli estremi 
di X; nella zona delim itata da X e dalla spezzata ABC è senz’altro y  <  K. 
Poniam o F (£) =  y  (E, , y]a), a <  E, <  b , G (yj) =  y  (ÇB , i \) , a* <yj <  a. Per l’ana
lisi svolta m  precedenza, F (Ç) è una funzione continua, la cui derivata 
F ' (Ç) am m ette al più un  num ero finito di discontinuità di prim a specie, e si 
annulla in un num ero finito di punti e di intervalli.

Consideriam o ora le due possibili alternative:

(°) m ax {F (£) —  F (ri)} <  K, cioè Vv) <  Ç è F (Q —  F (y j) <  K;

(0°) m ax {F (?) —  F (y j)} >  K, cioè 3^ <  | / F  (I) — F (^) >  K.
«<■*)<£<&
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Poiché la soluzione del problem a di Goursat entro ARA* è data  da y  (E, , y)) =  
=  F ©  '— F Oq), la ipotesi (°) garantisce che la linea di influenza X', succes
siva della X, si trovi tu tta  al di sopra del segmento A*B o su questo, m entre 
la (00) implica che entro il triangolo ARA* esiste almeno parte di un arco d ’urto 
di X'.

Analoghi risultati valgono per il triangolo CRC*; dobbiam o pertanto 
distinguere tre possibili combinazioni: con ovvio significato dei simboli, le 
indicheremo con (°—°), (o— (o, equivalentemente, (°°-°)) e (00- 00).

Caso (°-°). Studiam o il problem a di D arboux nel rettangolo A*BC*B*. 
Come già m ostrato nella dimostrazione del Lem m a 1, la soluzione lungo il lato 
A*B è data  dalla (3.5)) e vale F 0 (yj) = — K — F (y]). L a funzione F 0 (yj) 
gode delle seguenti proprietà, conseguenze di quelle di F  e della (°):

(4 2) F0 (d) == —  K ; F 0 (ò) =  o ; — K <  F 0 ft) <  K

VV <  V ' - F o ( V ' )  ^ F oCyjO — K.

A naloghe proprietà valgono per G 0 (Ç) , b < ì£ < c ,  che rappresenta la solu
zione in RC*. La soluzione del problem a di D arboux in A*RC*R* è data  da

(4-3) y  (S , ri) =  G 0 (?) +  F 0 f t)  +  K b).

Siano ora (fig. 8):

t]m =  m in {7] j F 0 ft) =  massimo assoluto}

£M =  m in {E, I G0 (£) =  massimo assoluto}.

Se F 0f t M) =  G0(t]m) =  o, non esistono altre linee di influenza (siamo nel caso
del Lem m a 1). Supponiam o quindi, ad esempio, che sia o <  F 0 f t M) <  K.
Esiste allora almeno una radice dell’equazione

(4.4) F 0 (7)m) + G o©  =  o

in cui G0 sia crescente a destra in senso stretto; indichiamo con la più piccola 
di tali radici. Infatti l’equazione (3.9) ha le radici distribuite in un num ero 
finito di punti e di intervalli: poiché

F0 (■%) M- G0 (b) =  F0 (t)m) —  K <  o , F 0 (v)M) +  G0 (c) — F0 (t)m) >  o,

nell’u ltim a radice è sicuram ente G 0 (£) strettam ente crescente a destra. P re
cedendo da questa verso sinistra, e considerando le radici isolato o gli estremi 
destri degli intervalli, si ottiene il valore \ x. E  allora

y  &  > 4M) =  Fu (% ) +  Go & ) +  K =  K ;

si ha inoltre F 0 (yj) <  F 0 (i)M) Vv), e

(4-5) G0 © < G 0 ( ^ ) < o
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Infatti se esistesse ? '<  per cui G 0 (?') >  G0 (EJ, l’equazione (4.4) am m et
terebbe almeno u n ’altra radice ? <  ? '<  \ x in cui G„(?) sia crescente a destra 
in senso stretto, e quindi ?x non sarebbe la radice m inim a (basta ragionare 
come prim a, sostituendo G 0 (e) con G0 (?')).

D alla (4.3) segue Qia <  4 <  b , <  ? <  ?x) y  (? , 4) <  K: pertan to
la linea di influenza si trova tu tta  nel semipiano ? >  ?x (alm eno per quanto 
concerne il rettangolo A*BC*B*). Inoltre P (?x , t)m) e X' (è un estremo di un 
arco d ’urto): infatti, per la definizione di ?1; risulta Gu (?) >  G 0 (?x) in un 
opportuno intorno destro di ?x , e quindi 4/ (? , rjM) >  K. M ostriam o che su l 
segmento PQ (che per quanto ora detto appartiene alla linea di influenza X') 
risulta  y  ù> o.
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Infatti lungo PQ è tj >  y)m: per la (4.2) è allora F 0 (y j) >  F 0 (y]m) —  K; 
quindi j  =  F0 (yj) +  G0 (&) +  K >  o.

R isulta inoltre su A*Q, per la (3.10) : o <  y  =  G0 (£) +  K <  K; pertanto  
in tutto il  triangolo A*QR è y  <  K, è quindi Q R  appartiene aneli esso a X'. 
Ancora per la (3. IO), VZ e Q R  è y  (Z) =  y ( Q ) — y  (W) =  G0 & ) -  G0 ©  >  o; 
dunque su tutto P R  è y  >  o.

A nalogam ente si ragiona per G0: se G0 (£M) =  o il segmento ST (fig. 8) 
si riduce ad un punto, senza che ciò alteri il risultato: y  >  o su tu tto  SU.

A*

Consideriamo ora un tratto d i caratteristica \  appartenente a a' e compreso 
tra P ed  S.. Esso sarà definito da 7) =  y j* , £' <  Ç e risulterà nell’estremo
(£' >?]*) =  F 0 (y)*) +  G0 (£') +  K == K. In ogni altro punto, essendo
£ >  £' , è G 0 (£) >  G0 (S') — K, per l’analoga della (4.2); in conclusione 
y  (Ç , Y]*) =  F 0 (y)*) -f- G0 (£) +  K j> o. A nalogam ente si ragiona per i tra tti
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di caratteristica yj. Pertanto  su. tutta X' risulta  jy >  o; come si è visto, ciò 
implica che X' sia l’u ltim a linea di influenza.

Caso (00-oo). Snidiam o la linea d i influenza X' nel triangolo ABA*. 
Consideriamo un segmento d i caratteristica yj , 5 =  5* , 73' < y )  <  y)'' <  £*, 
appartenente a X', e m ostriam o che su d i esso deve risultare y  >  o (fig. 9). 
R isulta nell’estremo P ' (5* , yj'):

y  (5* , V) =  F (5*) — F (7)0 -  K.

vSupponiamo per assurdo che esista un vj , yj' <  yj <  y) tale che y  (£* , yj) =  
— F (5*) — F (Ÿ)) <  o.

Ne segue F (y)) >  F (5*) == F ( r \ f)  +  K. Nel punto Q (yj , y] ) è allora 
y  (Q) =  F  (g\) — F (tjO >  K, assurdo perche Q appartiene al semicono retro
grado Zp" , ove P "  =  (Ç* , t)'0 .

A  invece possibile che risu lti y  <  o in  p u n ti appartenenti ad  un segmento 
d i caratteristica }* , 5' <  5 <  5 Sia ad esempio

y(£,ri*) = F ©  -  F (v)*) < 0  VÇ : <  ^  <  h < l < & <  5".

Essendo F (50 —  F (y)*) =  K, segue sottraendo: F  (5 )— F (%') <  — K <  
<  ^  <  £2 ; m a F  (50 <  o, e quindi F (5) <  — KV 5i <  ? <  52- T u tti i punti 
di X in cui è jy <  o sono perciò proiezioni di punti di AB in cui è F  <  —  K.

Analoghi risultati valgono per il triangolo CBC*. M ostriam o quindi, 
per term inare Pesame della linea di influenza X', che risulta y ( x , f ( x ) ) > o  
nel rettangolo BTQU (fig. io).
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Proviam o che la funzione F 0 (tj) =  y  (ÇB , tj) =  F (b) —  F (fi) =  — K —  F (ri), 
a <  7] <  v)T, gode delle seguenti proprietà, molto simili a quelle del caso (°-°):

(4 s) F0 (a) =  — K , F0 (y)T) <  K , -  K <  F0 (yj) <  K

Vtf <  Tj" : F 0 (fi') >  F 0 (yjO -  K. (*)

Se infatti esistessero f i  ed t j "  (y/ <  y)") per cui F 0 (vj") <  F0 (y)0 — K, risul
terebbe y  ( f i ' , Y)0 =  F (y)") — F (y)0 =  —  F0 (y)") +  F0 (y)0 >  K, assurdo in 
quanto P (y)" , f i )  appartiene al semicono retrogrado ZT. Ma, come nel caso 
(°-°), la (*) garantisce che su ogni segmento d i caratteristica yj interno a BTQU
risulta y  >  o. Essendo poi y  (U) =  y  (V) +  y  (B) —  y  (W) =  K — K __
—  y ( W )  > o ,  y ( W * ) > y ( B ) ,  si ha y  (U*) > y ( U )  >  o, e quindi la d isu
guaglianza y  7> o e verificata anche lungo U U '.

A nalogam ente si ragiona per i tra tti di caratteristica Ç.

c*
C2

C,

c

A bbiam o quindi dim ostrato che g li unici tratti d i Xr su cui può essere y  <  o 
sono dei segmenti d i caratteristica E, contenuti nel triangolo ABA*, e d i caratte
ristica 7] contenuti in  CBC*. Con lo stesso ragionam ento del punto id ) sull’urto 
an e la stico /e  valutando la soluzione lungo la spezzata A x Bx Cx (fig. u ) ,  tro 
viamo che i punti in cui è y  <  —  K sono contenuti nei segmenti A XG e HCX. 
Ne segue che gli unici tra tti di X" in cui può essere y  <  o sono segmenti di 
caratteristica 2, contenuti nel tra tto  A 2 I che siano ^-proiezioni di punti di A XG

48. — RENDICONTI 1975, Voi. LIX, fase. 6.
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nei quali è y  <  — K; analogam ente può essere y  <  o su tra tti di caratteristica 
Y) contenuti in LC2. In  ogni caso essi risultano ancora contenuti nei triangoli 
AB A* e CBC*, e ciò vale anche per le linee successive. Poiché la distanza tra 
due linee di influenza è non minore di 8 (Teorema 1), ne segue che il caso (00-°°) 
si verifica al più un num ero fin ito  di volte.

Si noti però che se A fosse nel caso (°°-00) e A' nel caso (°-°°), allora A'7 
sarebbe anch’essa, necessariamente, nel caso (°-00), che si può ripetere solo 
un num ero finito di volte.

Caso (°-00). Supponiam o che nel triangolo ABA* si verifichi il caso (00) 
ed in CBC* il caso (°). D obbiam o discutere solo quanto avviene nel trapezio 
TBC*Z (fig. 12). Nel rettangolo TBC*W  il ragionam ento è identico a quello 
svolto nel caso (0 O °) per il rettangolo BTQU; nel triangolo C*WZ basta poi 
osservare che: (1) non possono esistere archi d ’urto, a causa della (4.5); (2) 
è y  ÇV) =  y Ç ü )  +  y ( X ) — y ( Y )  =  o +  K — y  (Y) >  o.

S u  tutta la parte d i A7 contenuta in  TBC*Z è pertanto y  >  o. Gli unici tra tti 
di A7 in cui può essere y  <  o sono perciò segmenti d i caratteristica E, contenuti 
nel triangolo ABA* ed in tale triangolo restano anche per le linee di influenza 
successive, come nel caso (00—00). Anche il caso (°—00) non può quindi verifi
carsi che un num ero fin ito  di . volte: ne segue che deve esistere una linea A* 
in cui si verifichi il caso (°-°), e ciò, come abbiam o m ostrato, im plica che il 
num ero degli u rti sia finito.

Il teorem a è pertanto  com pletam ente dim ostrato.


