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Teoria dei gruppi. — Una caratterizzazione dei sottogruppi di
Dedekind di un gruppo finito ™. Nota di EMma PREVIATO, presen-
tata ™ dal Socio G. Scorza DRrAGONI.

SUMMARY. — A necessary and sufficient condition is given for a subgroup of a finite
group to be a Dedekind subgroup.

Un sottogruppo H di un gruppo G si dice sottogruppo di Dedekind
(in G) se e solo se, dato comunque un sottogruppo K di G, la mappa ok
di [HU K/H] in [K/HN K]® data da X+ X N K & un isomorfismo
reticolare 0, in modo equivalente, se e solo se, dati comunque M , N < G,
da M <N segue MU HNN)=MUH) NN e da H<N segue
HUMON)=MHUM)NN (cfr. [5], p. 72). Scriveremo H <;G per
indicare che H & sottogruppo di Dedekind del gruppo G; per il resto
seguiamo la notazione usata in [5]. ‘

Scopo della presente Nota & la dimostrazione del seguente:

TEOREMA. Sia G un gruppo finito ¢ H un sottogruppo di G; allora sono
equivalenti le seguenti condizioni:
) H<;G
i) H<,(H,x) per ogni x €G di ordine potenza di primo.
In tutto il seguito gruppo significherd gruppo finito.

1. Per comoditd del lettore, enunciamo anzitutto due risultati dovuti
a R. Schmidt.

1.1 ([3]). Sia H <G e sia Hg = {1} (con Hg si denota il sottogruppo

O HY. Allora G=P;x---Xx P, xK, dove P; & un P-gruppo® di
geG

ordine p¥g;, (|Pi], [Ps[) = (|Bi|, [K]) =1 G,/ =1,-,7;i5=/), e dove
H=0,X--XQ,x(HNK), con Q;¢g-Sylowgruppo di P; ed HNK
quasinormale in G.

1.2 ([3], Theorem 5). Se H<;G e se Q/Hg & un sottogruppo di Sylow
di H/Hg, allora Q <;G.

Per semplicita, diremo che un sottogruppo H di un gruppo G ha la pro-
prietd (*) se e solo se H <;(H , x) per tutti gli x di G tali che P'ordine ||
di x & potenza di primo.

(*) Lavoro eseguito nelP’ambito dell’attivitad dei Gruppi di Ricerca Matematica del
C.N.R.

(**) Nella seduta del 13 dicembre 1975.

(1) Con la scrittura [M/N], ove N <M < G, indichiamo P’intervallo (chiuso) del reticolo
£ (G) dei sottogruppi di G che ha come estremi N ed M.

(2) Per la definizione di P-gruppo cfr. [4], p. II.

46. — RENDICONTI 1975, Vol. LIX, fasc. 6.
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1.3 DPROPOSIZIONE. Se g ¢ un elemento di ordine primo g del Gruppo G
¢ se (g) ha la proprieta (x), allora (g) <4G.

Dimeostrazione. Supponiamo che per % € G di ordine potenza di primo
(g) non sia permutabile con (%); allora (g, /%) non pud essere un g—gruppo
perché (g) <;(g,%) e un sottogruppo di Dedekind di un gruppo prima-
rio & quasinormale ([1], Lemma 1). Pertanto (1.1) (g, %) deve essere un
P-gruppo di ordine pg,p>g¢, e (%) un coniugato di (g). In conclusione

(1) (g) & permutabile con ogni sottogruppo (%) di G di ordine potenza
di primo purché (%) non sia un coniugato di (g).

Possiamo concludere che (g) <, G (e dunque anche (g) <;G) se e solo
se la chiusura normale L di (g) in G & un g-gruppo; ci occuperemo per-
tanto del caso che L non sia un g-gruppo. Proviamo che ogni sottogruppo
di G, che sia generato da un insieme {g;,---, g;} di elementi di ordine ¢ tali
che (g;) goda della proprieta (*), & un P-gruppo. Supponiamo che non sia
un g-gruppo abeliano; & possibile allora trovare due sottogruppi | gi) e (g5)
che non siano permutabili; risulta (g;,g;) = (g;}]S ove |S|=p,p>4.
Vediamo che (g;,g:) (per £==4,;) non puod essere un g-gruppo. Infatti,
poiché S < (S, g) @, risulta (g;,¢;,41) =S (i, g); allora se (g; , g1, fosse
un ¢-gruppo anche (g;, gr) dovrebbe risultare tale, e di conseguenza
(gi.£5, 81) = (1) X (i, &;)- Ma per la () (gi)<a (g, 858:) =i, &7 g 1) =
= (gi,&5,8) = (g1) X (g;) S, il che & in contraddizione con 1.1. Siamo ora
in grado di concludere, per induzione sul numero dei g;, che (g1,82, ", &)
¢ un P-gruppo; infatti posto (gi,8) = (g)S,|Si|=2>¢, (g1,8:) =
= (£1) S, |Ss] =7 > ¢, tanto S; quanto S, sono normalizzati da (g, , g, ,2)
e (81,82,8) = (&) S:Ss; se r==p, allora (g,) e (g;) sono coniugati secondo
un elemento di S; o di S, in (g,,g); nel primo caso si ha (g1,£, -+, &)=
= (g1, &, " &), nel secondo (g, g, -, &)= (g1,85, ", &) ¢ si
conclude per lipotesi induttiva. Se invece p =7, allora (g;,g5, ", &) =
= (g1, ", &) S: & un P-gruppo, perché (g, -,g,,) & un P—gruppo e
oghi sottogruppo d’ordine p & normale in (g;,---,g,). Provato cosi che

(2) L & un P-gruppo non abeliano, supponiamo per assurdo che (g)
non sia di Dedekind in G, che scegliamo quale contro—esempio d’ordine mini-
mo. (g) apparterrd allora a un sottoreticolo pentagonale di & (G), i cui ele-
menti sono rispettivamente i gruppi (g),(g) U K,H,K,(g) N K = {1},
con K £ H, oppure (g) ,H, (¢g) UK, K, (g) " K= {1}, con (g) § H. Risulta,

~in entrambi i casi, (g)UK =G, per la minimalith di G. Inoltre poiché
(g) K==K (g) (il reticolo essendo pentagonale), K contiene almeno un coniu-
gato (g) di (g) (cfr. (1)); il P-gruppo LN K & allora del tipo (¢)! T <] K, con
T <1 G. Per la minimalita di G, potremo affermare che T = {1}, non appena
si-provi che (g) T appartiene a un sottoreticolo pentagonale di [G/T]; nel
primo caso, cid ¢ ovvio per (g)T,G,H,K,T; nel secondo caso, basterd

(3) La scrittura T </ G significa che T & sottogruppo normale del gruppo G.
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far vedere che T (¢) £ TH S G =(g) U K. Supponiamo, dapprima, TH = G;
KH =G, |KH| :lilnli]—, ma |HN K| = 1 dunque |K|=]|T]|, falso per-

ché ne seguirebbe (g) K = K (g}, per (1). Dunque, risulta TH £ G; sup-
poniamo ora T (g) = TH; essendo (g) <;TH (per la minimality di G), &
H=HNT(g) =(g)U(TNH) = (g), assurdo. Pertanto, risulta T = {1} e
()" <A K; non potendo essere K = (w € K |w € (g}, || potenza di primo),
in quanto cib comporterebbe (g} K =K (g per (1), dovra essere K =M x (g}’
con (|M[, g)=1. Allora (g) risulta normale in MU (g) = M (g} == G: infatti,
posto R (g) =M (g)NL, risulta R (g) =M (g) "R (g) =(g) UM N R (g}) =
= (g) <I M (g). Ne consegue che M normalizza (g) U (g)¥, quindi si pud
scrivere {g) UK = M ((g)" U (g)), e cosi K & massimale in G (di indice
primo ). Questo fatto fornisce, nel primo caso, la contraddizione cercata,
poiché si era supposto K $ H$ G. Nel secondo caso osserviamo invece
che, da [G:K|=p e da LN K =(g)’, segue che |L| = pg; allora,
essendo (g)’¢ H, sara LN H ={g) <] H. Risulta quindi (g) <<THUM =G,
ma HU M deve avere indice p, ed essendo |HM|=|H||M] e [HUM |
=¢ | M|, si conclude |H| = ¢, assurdo.

I.4. PROPOSIZIONE. Sia Q wun g-sottogruppo del gruppo G, con pro-
prieta (x). Allora Q <,G.

Dimostrazione. Sia G un controesempio di ordine minimo, e sia Q un

g-sottogruppo di G con la proprietd (*) tale che Q ¢,;G. Risulta evidente-
mente

(1) | Qe == {1}.

Si avra Q &,(Q,x) per un opportuno x di G, di ordine potenza di primo,
altrimenti sarebbe Q <, G. Allora, posto .2y = N, risulta (Q, x)/N un
gruppo di ordine pg,p>g¢ (1.1), e non & restrittivo assumere |x| = p.
Sard N =={1} (altrimenti Q <;G per 1.3), e dunque Q| =¢" con o> 2;
scegliamo un elemento y di G, di ordine potenza di primo, che non norma-
lizza N. Poiché allora ¢2 1 HQ ., x,2)/Q.en| e daltra parte Q £,(Q,x,9),
per 1.1 Q non pud essere di Dedekind in (Q , x ,¥) e, per lipotesi di mini-
malitd, si ha '

(2) (Q,x,y)zG.

Escludiamo anzitutto il caso Q &,(Q, ). In tal caso, infatti, pos-
siamo scegliere y in modo che sia (Q,y)=Q (y); risulta ly|=7r>g,
1Q: M[ =g se M =Qqz ¢ (Q,y)/M un P-gruppo (1.1). Osserviamo che
G ={y) (Q (#)); infatti Q (x) & generato da coniugati di Q, i quali permutano
con (y), ‘avendo la proprietd (). Vediamo ora che MNN <] G: anzitutto
MON <7 Q. Ora, se né x né y normalizzassero M N N, sarebbe (MNON)® =
=(MnN N)Q@))(l/) — N@ <Q (j/), mentre (M O N)G =(MnN N)(Z/))Q(w) _ M(ﬂi);
ma allora Q (x) = QM® = QN® < Q (), dunque Q () =Q(y), assurdo;
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se invece x normahzza M NN e y non lo normalizza, allora (M O N)Q@))(y) =
=MON)* =M = (MO NN — M® che contiene un elemento di
ordine 2, assurdo, come pure se y normalizza M N N e x no. Risulta
pertanto M NN ={1},Q abeliano elementare di ordine ¢%, (x)<](Q,x) e
(y) <1 (Q,y). Proviamo inoltre che (x) <JG e (y) <|G; infatti (x) & nor-
male in (x, Q") oppure in. [z, Q"), altrimenti Q" UQ" = Q (y) sarebbe nor-
malizzato da x, e questo ¢ assurdo. Allora (y), che & generato dal prodotto
di un elemento di Q per uno di QY (oppure di Q“), normalizza (x), e
dunque (x) <] (y,Q,x); analogamente si vede che (x) normalizza (y)
cosi (y) <1 G. In particolare ¢ (x,y) = (x) X (¥), dunque se |x| =|y|=
risulta |xy|=2,0Q <4(Q, x¥)=(Q , N¥, M*)=G, assurdo. Se |x|==]|y| allora
vi sono due soli sottogruppi diversi da G che contengono propriamente Q;
essendo, come sopra, QU Q™ = G, allora Q (x) contiene al pili un sotto-
gruppo minimo di Q, come pure Q (y); dunque un elemento z di Q" che
non stia né in Q (x) né in Q(y) & tale che (Q,2) =G e dunque Q <,G
contro l'ipotesi. Dovra essere pertanto

(3) Q<,(Q,7).

Se |y|=7" ed r==g¢, allora Q <] (Q,y); poiché N <« (Q,y), risulta
N® — Q, (NW))Q(”)9 x, mentre (NQ(z>)(y) N(w Q, assurdo. Qulndl dovra
essere |y| =¢" Q(y) un g-gruppo. Poiché un coniugato Q** di Q gode
della proprleta (*) e non ¢ di Dedekind in G = (Qzu,x ,¥), per (3) risulta

Qz < (Q , ¥) e dunque sard G = (y )(Q( ), da cui
Y |G| =

Escludiamo ora la possibilita (x) <] G; a tale scopo ragionando per
assurdo distinguiamo due casi. / caso: (y) <l (x,y). Sard una potenza
di ¢. Osserviamo che Q e yx non possono stare nello stesso ¢g—Sylowgruppo
di Gj; infatti QQ & contenuto in uno ed un solo ¢g-Sylowgruppo S; dunque si
avrebbe (y,yx) <Q(y) =S, impossibile; pertanto (Q,yx)3x e dunque
Q <4(Q,yx) =G, assurdo. [7 caso: (x,y)=(x)X(y). Sia Q= (a)N;
poiché @ non centralizza x, risulta |ax| una potenza di ¢. Per B opportuno,
9" =y sta nello stesso g—Sylowgruppo che contiene ax, dunque |axy| & una
potenza di ¢ ¢ Q <;(Q,axy) = (Q,xy) =G, assurdo. Abbiamo quindi
provato

(%) () € G.

Consideriamo un g-sottogruppo L normale in G e tale che (x,L) sia
normale in G (un tale L esiste essendo G, per la (4), risolubile). Risulta
QL/L <; G/L per la minimalitd e dunque QL ha un sottogruppo T di indice
g che & normale in G, con L < T (1.1). Risulta TN Q = N (si tenga. presente
che la chiusura normale di TN Q in G & un g-gruppo) e {x,T) = (»,L)UT
& normale in G. Consideriamo, in G = G/T @, il sottogruppo (y); esso & nor-

(4) Indichiamo con X Iimmagine di un sottoinsieme X di G nel’omomorfismo cano-
nico ©: G - G/T.
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male in un ¢g-Sylowgruppo di G (ha ivi indice <g). Possono darsi due casi. 7 caso:
(7) <1 (%) (7). Risulta allora (7) <] G, e dunque y sta in ogni ¢-Sylowgruppo
di G. Scelto in Q" un & tale che Q" = N (4), risulta allora &y un g—elemento
e dunque Q <;(Q, éy). Poiché (Q,éy) non & un g¢-gruppo e quindi
Q&,10, &), sart (O, 63) — Q m), con x| —,Q0Q” <1 (Q, dy) (x.1)
essendo N¥= (TN Q)" un ¢g-gruppo, risulta Q N Q¥ =N. In conclusione, by
normalizza N, quindi N%”= NY= N, assurdo. 7/ caso: () TIT € (x) (y) T/T;
di conseguenza xy & un g—elemento e in (Q,xy) = Q (x,), con |x,| = p, pos-
siamo ragionare come sopra, ottenendo N = QN Q¥, e dunque N¥= N’= N;
quest’ultima contraddizione permette di concludere che Q <;G.

2. Alla dimostrazione del teorema premettiamo tre lemmi.

2.1. LEMMA. Sia H <,G ¢ H nilpotente; se Q ¢ un g-Sylowgruppo
di H, allora Q <,G.

Dimostrazione. Supponiamo, per assurdo, Q £,G; allora Q ¢ un g¢-
Sylowgruppo di G ([3], Lemma 4); ma se Q/==Q per g €G, & |HQ| = |H| "
e o> 1, assurdo.

2.2. LEmMMA. Sie H <;G ¢ H m’lpoténte; se (|G:H|,|H|) =T,
allora ogni sottogruppo di Sylow di H é di Dedekind in G.

Dimostrazione. Sia G un controesempio di ordine minimo, sia H come
nell’enunciato e sia QQ un ¢g-Sylowgruppo di H che non & di Dedekind in G.
In virtd della Proposizione 1.4, possiamo supporre G = H (x), |x| = p",
p}|H|. Poiché d’altra parte HE,G (2.1), & |x|=p,|H:N| =g ove
N = Hg e, per la minimalitd di G, |[N|=#™ con » primo e quindi |Q|=g¢.
Distinguiamo due casi. / caso: N non & un sottogruppo normale minimo.
di G. Sia {1}==M <JG e M $N; poiché¢ |G/M| < |G| e |Q () M| <|G],
si vede che Q normalizza (x) e qualunque altro sottogruppo d’ordine p. 1.4
permette allora di affermare Q <;G; infatti essendo G = H (x) i coniugati
di Q stanno in Q (x), quindi Q <;(Q, %), qualunque sia % di ordine potenza
di primo. /7 caso: N & normale minimo in G. I coniugati di QQ non possono
generare un gruppo di ordine rag, che sarebbe nilpotente; pertanto Q° con-
tiene un elemento x; di ordine p; ma allora x, centralizza N e dunque
IN|=7. Essendo (N,x)<]G e abeliano, si ha (%)= () <1G, quindi
Q <;G per 1.4, come nel I caso.

OSSERVAZIONE. L'ipotesi (|G:HJ|,|H|)=1 in 2.2 & essenziale; esempi
di sottogruppi di Dedekind nilpotenti i cui Sylowgruppi non sono di Dedenkid
si trovano in [3], section 3.

2.3. LEMMA. Sia H un sottogruppo del gruppo G che gode della pro-
prieta (x); allora He = O {HL|L = (H, x) con |x| potenza di primo}.

Dimostrazione. Si ha evidentemente M Hp > H(‘;', quindi basterd far
L

vedere che () Hy < HY per ogni g €G; a tale scopo & poi sufficiente provare



648 Lincei — Rend. Sc. fis. mat. e nat. - Vol. LIX — dicembre 1975

7
che, posto (g) = (x;) X -+ X (x,), |x;| potenza di primo, & Hu,y = 0O Hy
i=1

,x,')§

useremo induzione sul numero » degli x;. Poniamo H, = Hw,op. 2, =
r—1

=N H(H,x,') , H2 = H(H,x,,) e K= Hi N Hg; essendo H(H,g) < K e K <] H ,
=1

per concludere bastera far vedere che K® = K e K% %1 _ K  QOsser-
viamo anzitutto che, essendo (x;---x,) permutabile con (%,), risulta

(I) (K(xr))(xl.uxy_l) _ (K(z1.~-zr-1))($r) S (H Xy xr—l) e} (H ’xr) .

/ caso: supponiamo che H commuti con ogni (x;). In tal caso il gruppo
K@@ o) & pormalizzato da H, avendosi (K(z’)(xl'”x"“l))Hz (KH)@’)(“““"‘)
e K" =K. Facciamo ora vedere che K = K. Da K5 K" infatti,
essendo K < H,, seguirebbe K“'& H, e dunque H, $ H, U K@ 2r1).
pertanto, poiché quest’ultimo gruppo & normale in (H )Xyt Xpy), €SSO
non pud essere contenuto in H. Ma allora H & contenuto propriamente in
HU K em) - () OH (2 - Zrq) (per la (1)), e questo & assurdo
perché (|H (x,): H|, |H (%, -+ x,,) : H|]) = 1. In maniera del tutto analoga
si conclude che K& o1 — K.

17 caso: H non permuta con tutti gli (). Non sard restrittivo assu-
mere H (x,)=F (x,) H. Osserviamo che (2, -+ x,4) normalizza K; infatti da
K $ K% %1 seoyirebbe K& @m1) H;, essendo |H;:K|=|H:H,| un
numero primo (1.1). Allora sarebbe (H,x,) = H®=H® U H = K& @0
UH<(H, - -x.4) (per (1), dunque H; < H, e K = Hy < (H, - 2,),
assurdo. Pertanto risulta

@1 TN eltn) _ pelen@ 2
(2) (K ) K (K™ '

Ora K < H,, infatti (K®)"e— (K*2)®)— K): allora da H/H, — H, U
U Hy/Hy = Hy/H, N H, = Hy/K segue K’ UH, QH, quindi K UH, <
<(H, 2, -+ 2,4) (cfr. (2)); ma essendo H, < K® UH, < H, deve risultare
H, = K" UH,; si conclude che K™ < H, e cosi K — K.

Dimostrazione del 7eorema. Evidentemente 7) implica 2); proviamo
che da #7) segue 7).

Sia G un controesempio di ordine minimo relativo ad H < G. Risulta per-
tanto, in virtd di 2.3, O{Hy|L = (H,x), || potenza di primo} = Hg = {1}
e dunque H ¢ nilpotente ([2], Satz 2). Per dimostrare H <;G & sufficiente
provare che ogni sottogruppo di Sylow di H gode della proprieta (*) (1.4).
Supponiamo, per assurdo, che risulti per un g-Sylowgruppo Q di H e per un x
di G di ordine potenza di primo Q ¢,4(Q,x). Osserviamo anzitutto che non
¢ restrittivo assumere (H , x) = H (x); infatti risulta (H , z)/H; un P-gruppo
di ordine pg7 ove p>¢ e H; = Hu 4 (1.1 € 2.1); allora (H,x) = H (y) con
| ¥ = p" Se ora H non permuta con (x), allora (x, H,)/H; & un ¢-gruppo
coniugato a QH,/H, e dunque » = 2#*#%, per 2€Q , u € H,. Ora, essendo H
nilpotente, il g'~sottogruppo di Hall'di H & normale in (H ,x) e dunque
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un suo elemento centralizza tanto Q quanto Q' per t€(H, x); se dun-
que scriviamo u = uy 1ty con [uy, 1] = 1,4, €Q , (||, ¢) = 1, otteniamo
x = (" wu) uy, ove [ uy,uy] =1 qumd1 essendo (|uy|, |x]|) =1, si ha
() ®, ¢ infine (O,x) <(Q,0%)<(Q,y) pertanto QO £4(Q.5).
Assumiamo dunque QE4(Q,x) e (H,x)=H (x). Osserviamo anzitutto che
¢ possibile trovare un N < H tale che N <] (H, x) e tale che QN <,; (QN, )
(N = Hu,q gode di tali proprietd, cfr. 1.2). Proviamo ora che p & un divisore
di [N]; infatti per 2.2 risulta (|(QN,x):QN/|,|QN|) > 1, ma lindice di
QN in (QN,x) & p; per convincersi di cid si penSJ che M = QNN €
un sottogruppo di indice ¢ in QN e di indice p° in M (x); d’altra parte
ON/M <, (QN, x)/M. Scegliamo ora un sottogruppo N con le proprietd
dette e tale che la p-parte di |N| sia minima. Sia y un elemento di
G che non normalizza il p-Sylowgruppo di N; non & restrittivo assu-
mere anche y di ordine potenza di primo, |y| =", ¢ (H,y)=H (y).
Posto Hm,s,) = Ny, osserviamo che risulta |Ny|, < |N|,; proveremo che
ON, <;(H, x, y), ma questa conclusione contraddice la minimalitd di INI,;
ne segue l'assurdo. Non & restrittivo pertanto assumere Hy, g,y = {1}.
Abbiamo gia osservato che, risultando (H, x)/H; un P-gruppo d’ordine
pg, tutta la g¢'-parte di H & normale in (H, x). Poniamo Hy , = H,, ed
esaminiamo separatamente due casi (1.1). / caso: (H,y)/Hy=P sia un
P—gruppo non abeliano. Poiché Hm,,, = {1}, H, non pud contenere un
sottogruppo di Sylow di H relativo a un primo diverso da ¢, dunque
|P|=pr, |H|=p¢", s>0,t>0,Q<H (y), |y|=r>p>¢. Osserviamo che,
essendo (|H|,7) =1, risulta H" (y) = (y) H® (1.1), e dunque (y)(H (x)) =
= (H (x)) (y). Consideriamo ora Q, = QN H,;y normalizza Q,, altrimenti
risulterebbe (QyN* = Qi = Q = Q"™ = Q® che contiene almeno un
elemento di ordine p, assurdo. Pertanto ¢ Q, = {1} e |Q|=¢. D’altra parte, i
coniugati di Q secondo (x) generano un elemento x, tale che (%, H)=(x)H,
quindi x; centralizza il p-sottogruppo di Sylow di H, e dunque il
p-Sylowgruppo di H, risulta normale in (H,x). Cosi |H|= pg, dun-
que |H (x) (y)| =gp*»; di conseguenza & (y)<](H,y), e cosl posto
H=0Q X (a) & |ay| = p. Osserviamo che QU (x) = Q (x); infatti se Q%
contenesse H allora y centralizzerebbe @, essendo anche Q° <] H?(y) perché
(@) <1 H(y); pertanto (x) & normalizzato da Q, ed & centralizzato da y perché
sta in Q U Q. In conclusione (x) <J(H , x,y) e cosi axy & un p—elemento, ma
da H<,;(H,axy)=(H, x,y) segue Q<,(H,x,y)essendo Hu g,y = {1} (1.2).
11 caso: sia H <, (H, y). Tutti i Sylowgruppi di H che sono di Hall in (H, y)
risultano ivi normali (2.1). Deve essere allora |(H,y): H| =% y di ordine
p-potenza. Risulta anche H” <, (H?, ), perché diversamente per il ragiona-
mento fatto nel 1 caso si avrebbe Q°<;(H" x,y); dunque (y)(H (x)) =
= (H (x)) (). Posto Q; = Q N H,, y normalizza Q; altrimenti (Q;"®)"= Q¥ =

(5) Se in un gruppo si ha x =, %, e (|x|,|%,|) =1, inoltre [, , #,] = 1, allora risulta
xg € (xy), infatti da 1 = pr - xll"l x!2x| segue che (xlz”l) = (Fy) < {x,).
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=Q = Q™= Q" che contiene almeno un elemento di ordine #. Risulta
pertanto [Q|=g¢,(Q,y) = QX (y); se ne deduce che ¥ commuta con un
opportuno clemento z di ordine  che sta in Q¥, tale che (H,w)=H (x);
yw & un p-elemento e cosi H <;(H,yw)= (H,y,x) da cui Q <;(H, y, x).
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