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Teoria dei gruppi. —■ Una caratterizzazione dei sottogruppi di 
D edekm d di un gruppo fin ito  Nota di E mma Previato, presen­
tata <**) dal Socio G. S corza D ragoni.

SUMMARY. — A necessary and sufficient condition is given for a subgroup of a finite 
group to be a Dedekind subgroup.

U n sottogruppo H di un gruppo G si dice sottogruppo di D edekind 
(in G) se e solo se, dato com unque un sottogruppo K di G, la m appa cpK 
di [H U K /H ] in [K /H  O K] (1) data  da X X O K è un isomorfismo 
reticolare o, in modo equivalente, se e solo se, dati com unque M , N <  G, 
da M <  N segue M U (H O N) — (M U H) O N  e da H <  N segue 
H U (M n  N ) .=  (H U M) O N (cfr. [5], p. 72). Scriveremo H < d G per 
indicare che PI è sottogruppo di D edekind del gruppo G; per il resto 
seguiamo la notazione usata in [5].

Scopo della presente N ota è la dim ostrazione del seguente:

Teorem a. S ta  G un gruppo fin ito  e H un sottogruppo d i G; allora sono 
equivalenti le seguenti condizioni’.

i) H < , G
ii) , x) per ogni x  € G di ordine potenza d i primo.

In  tu tto  il seguito gruppo significherà gruppo finito.

i. Per com odità del lettore, enunciam o anzitutto due risultati dovuti 
a R. Schm idt.

I>1 ([3])- Sia H < ^ G  e sia Hg — {1} (con Ho si denota il sottogruppo 
O H g). Allora G =  Pj X • • • X Pr X K, dove P  ̂ è un P—gruppo (2) di

greG
ordine p ”? Ç i, (| Pj1 , | P,-1 ) =  ( | P» | , | K | ) =  i {i , j  =  i , • • •, r  ; i  4 - f ) ,  e dove 
H =  Q[ X • • ■ X Q , X (H n  K), con ^-Sylow gruppo di P* ed H D K
quasinorm ale in G.

1.2 ([3], Theorem  5). Se H < d G e se Q /H g è un sottogruppo di Sylow 
di PI/PPg, allora Q < ^ G .

Per semplicità, direm o che un sottogruppo H di un gruppo G ha la pro­
prietà (* ) se e solo se H < rf(H , x)  per tu tti gli ^  di G tali che l’ordine \x\  
di ^  è potenza di primo.

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attività dei Gruppi di Ricerca Matematica del 
C.N.R.

(**) Nella seduta del 13 dicembre 1975.
(1) Con la scrittura [M/N], ove N <  M <  G, indichiamo l’intervallo (chiuso) del reticolo 

dd (G) dei sottogruppi di G che ha come estremi N ed M.
(2) Per la definizione di P-gruppo cfr. [4], p. 11.

46. — RENDICONTI 1975, Vol. LIX, fase. 6.
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1 .3 Proposizione. Se g  è un elemento d i ordine prim o q del Gruppo G 
e se (g ) ha la proprietà  (* ), allora (g ) < ^ G .

Dimostrazione . Supponiam o che per h e  G di ordine potenza di primo 
(g) non sia perm utabile con (h)\ allora (g  , h) non può essere un ^-gruppo 
perché (g) < d ( g , h) e un sottogruppo di D edekind di un gruppo prim a­
rio è quasinorm ale ([1], Lem m a 1). Pertanto  (1 .1) (g , h) deve essere un 
P -g ruppo  di ordine pq , p  >  q , e (h) un coniugato di (g).  In conclusione

(0  {g) è perm utabile con ogni sottogruppo (h) di G di ordine potenza 
di prim o purché (h) non sia un coniugato di (g).

Possiamo concludere che (g) < q G (e dunque an ch e \ g )  G) se e solo 
se la chiusura norm ale L  di (g) in G è un ^-gruppo; ci occuperemo per­
tan to  del caso che L non sia un ^-gruppo. Proviam o che ogni sottogruppo 
di G, che sia generato da un insieme {g1, • • •, g t) di elementi di ordine q tali 
che (gi) goda della proprietà (* ), è un P -gruppo. Supponiam o che non sia 
un ^-g ruppo  abeliano; è possibile allora trovare due sottogruppi (gi) e (gj) 
che non siano perm utabili; risulta (gt , gj) =  (gj) S ove |S | =  p  , p  >  q. 
Vediamo che ( g i , g h) (per k=\=i , j )  non può essere un  ^-gruppo. Infatti, 
poiché S < | (S ,g h) <3), risu lta (g( ,g j , gk) =  S (gt , gk) ; allora se (g i t g h) fosse 
un ^-g ruppo  anche ( g j , gjc) dovrebbe risultare tale, e di conseguenza 
( g i , g j , gk )  =  (gt) x  (gi ,gj ) .  M a per la (* ) (gt )< d (gt , g jg t )  = (g i, g f rk, g j g t )  =  
=  (gi >gj >gk) =  (gh) X (gj) S, il che è in contraddizione con i . i. Siamo ora 
in grado di concludere, per induzione sul num ero dei g i} che (g1 , g 2 , • • •, g t) 
è un P -gruppo; infatti posto (gl  , g2) =  (g l ) S, , | Si | =  p  >  q , (gì , g t) =  
~  (gì) S2 , |S2| — r >  q, tanto  Sx quanto S2 sono norm alizzati da (g± , g 2 >gt) 
e (gì >gz >gt) =  (^i) Sx S2; se r  =(= p> allora (g2) e (gt) sono coniugati secondo 
un elemento di Sx o di S2 in (g2 , g t ); nel prim o caso si ha , g 2 ,• • - , g t ) =  
=  [gi>g*>-"> g t - i ) , nel secondo (gl  , g 2 , • • •, g t) =  (gt , g z , • • •, g t) e si 
conclude per l’ipotesi induttiva. Se invece p  =  r, allora (gx , g 2 , • • •, g t) =  
=  (^1 >• * ->gt~i) S2 è un  P -gruppo, perché (g1 r " , g t - i )  è un  P -g ruppo  e 
ogni sottogruppo d ’ordine p  è norm ale in ( g n - ' - i g t ) -  P rovato così che

(2) L  è un  P -g ruppo  non abeliano, supponiam o per assurdo che (g) 
non sia di D edekind in G, che scegliamo quale contro-esem pio d ’ordine m ini­
mo. (g) apparterrà  allora a un  sottoreticolo pentagonale di ££ (G), i cui ele­
m énti sono rispettivam ente i gruppi (g) , (g) U K , H , K  , (g) D K =  {1}, 
con K % H, oppure (g) , H , (g) U K , K , (g) D K =  {1}, con (g) % H. Risulta, 
in entram bi i casi, j ^ ) U K  =  G, per la m inim alità di G. Inoltre poiché 
(g) K  =|= K (g) (il reticolo essendo pentagonale), K contiene almeno un  coniu­
gato ( g f  di (g) (cfr. (1)); il P -g ruppo  L D K è allora del tipo ( ^ T  <  K, con 
T  <] G. Per la m inim alità di G, potremo affermare che T  =  {1}, non appena 
si provi che (g) T  appartiene a un sottoreticolò pentagonale di [G/T]; nel 
prim o caso, ciò è ovvio per (g) T , G , H , K , T  ; nel secondo caso, basterà 3

(3) La scrittura T <] G significa che T è sottogruppo normale del gruppo G.
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far vedere che T  (g)% T H  ^  G — (g) U K. Supponiam o, dapprim a, T H  =  G;

G , | R H I =  1 K nH  I ’ m a IH O K-1 =  i dunque | K | =  | T | , falso per­

ché ne seguirebbe (g) K =  K  ( g ) , per (1). Dunque, risulta T H  % G; sup­
poniam o ora T  [g) =  TH ; essendo (g) < ÆT H  (per la m inim alità di G), è 
H =  H n T ( f ) = ( ^ ) U ( T n H )  =  ( | ’),. assurdo. Pertanto, risulta T  =  {1} e 
(g) <3 K>' non potendo essere K  =  (w £ K  | w  ë ( g f ,  \zt>'\ potenza di primo), 
in quanto ciò com porterebbe (g) K =  K (g ) per (1), dovrà essere K =  M X ( g f  
con (I M I , q) =  1. A llora (g) risulta norm ale in M U (g) =  M (^) =f= G: infatti, 
posto R ( g )  =  M ( g ) n L ,  risulta R  (g) =  M (g) n  R  (g) =  (g) U (M n  R  (g)) =  
=  (g) < ] M  (g).  Ne consegue che M norm alizza (g) U ( g f ,  quindi si può 
scrivere (g) U K =  M ((g f  U (g) ) , e così K è m assimale in G (di indicé 
primo p).  Questo fatto fornisce, nel prim o caso, la contraddizione cercata, 
poiché si era supposto K  H % G. Nel secondo caso osserviamo invece 
che, da |G  : K | = p  e da L D K =  ( g f ,  segue che |L | =  p q -, allora, 
essendo ( g f  $  H, sarà L f l H = ( ^ H .  R isulta quindi (g) <| H Ü M 4= G, 
m a H U M  deve avere indice p,  ed essendo | HM  | =  | H | | M | e | H U M |  
=  q I M I, si conclude | H j =  q, assurdo.

1.4. PROPOSIZIONE. Sia  Q un q-sottogruppo del gruppo  G, con pro­
prietà  (* ). Allora  Q < d G.

Dimostrazione. Sia G un controesempio di ordine minimo, e sia Q un 
^-sottogruppo di G con la proprietà (* )  tale che Q $ ÆG. R isulta evidente- 
m ente

( 0  Qg =  {!}.

Si avrà Q $ ? (Q , x)  per un opportuno x  di G, di ordine potenza di primo, 
altrim enti sarebbe Q < ,  G. Allora, posto Q(q,x) =  N, risulta ( Q , * ) / N  un 
gruppo di ordine pq , p  >  q (1. i), e non è restrittivo assumere \x\ =  p. 
Sarà N =)= {1} (altrim enti Q < ÆG per 1.3), e dunque \Q\ =  qa con a >  2; 
scegliamo un elemento y  di G, di ordine potenza di primo, che non norm a- 
lizza N. Poiché allora q21 |(Q , x  , y ) IQ(QtXtV)\ e d ’altra parte Q (Q , x  , y) ,  
per i . i Q non può essere di D edekind in (Q , x , y )  e, per l’ipotesi di mini- 
m alità, si ha

(2) ( Q , x , y )  =  G.

Escludiam o anzitutto  il caso Q $ ? (Q , y ) .  In  tal caso, infatti, pos­
siamo scegliere y  in modo che sia . ( Q , y ) - = Q  (y) \  risulta \ y \ = r > q ,
IQ : M I =  q se M =  Q<q,y) e (Q , y ) / M  un P -gruppo  (1.1). Osserviam o che 
G =  (y) (Q (x))] infatti Q (x) è generato da coniugati di Q, i quali perm utano 
con (y),  avendo la proprietà (* ). Vediamo ora che M f l N  <] G: anzitutto 
M D N <] Q. Ora, se né x  né y  normalizzassero M fl N, sarebbe (M D N)G =  
— ((M  n  N)Q<a:>)w  = 'Nw  <  Q (y  ), m entre (M n  N)° =  ((M n  N)1*1) ®  =  M W; 
m a allora Q (x) =  Q M {x) =  QNW <  Q (y),  dunque Q (x) =  Q (y),  assurdo!
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se invece x  norm alizza M O N  e y  non lo normalizza, allora ((M O =
=  (M O N )^  =  M — ((M D N ) < ^ >  — M ^ , che contiene un elemento di 
ordine p y assurdo, come pure se y  norm alizza M O N  e x  no. R isulta 
pertanto  M O N  =  { i } , Q  abeliano elem entare di ordine q2, [x] <] (Q , x )  e 
[y) <3 (Q Proviam o inoltre che [x) O  G e (y ) <] G; infatti (x) è nor­
m ale in [x , Qy) oppure i n ( x , Q y ), altrim enti Qy U Q y — Q {y)  sarebbe nor­
m alizzato da ;r, e questo è assurdo. Allora (y),  che è generato dal prodotto 
di un  elemento di Q per uno di Qy (oppure di Qy ), norm alizza [x)ì e 
dunque (x) <] [ y , Q , x)  ; analogam ente si vede che (x) norm alizza {y) 
così (y ) <] G. In  particolare è (x , y)  — (x) X (y),  dunque se \x\ =  \ y  \ — p  
risu lta \ x y \ ~ p  , Q < d (Q , xy)==(Q , N y, M X)=G,  assurdo. Se |#|=j=: l>'l allora 
vi sono due soli sottogruppi diversi da G che contengono propriam ente Q; 
essendo, come sopra, Q U =  G, allora Q (x) contiene al più un sotto­
gruppo m inim o di Qxy, come pure Q (y); dunque un elemento z  di Qxv che 
non stia né in Q [x) né in Q [y) è tale che (Q , z) =  G e dunque Q G, 
contro l’ipotesi. D ovrà essere pertanto

(3) Q < A Q , y ) -
Se \ y \ = r n ed r=\=q, allora Q <] (Q , y); poiché N < | (Q , y ) ,  risulta
=  Q , (N ^ )Q̂   ̂ x,  m entre (NQ̂ ) ^  == — Q, assurdo. Quindi dovrà

essere \ y\  =  q n, Q (y)  un ^-gruppo. Poiché un coniugato Q^a di Q gode 
della proprietà (* ) e non è di Dedekind in G =  \ QX , x , y ) ,  per (3) risulta 
Qx < q (Qx , y )  e dunque sarà G — (y) (Q (#)), da cui

(4) |G | = p q m.

Escludiam o ora la possibilità [x) <] G; a tale scopo ragionando per 
assurdo distinguiam o due casi. I  caso: [y) <£I (x , y) .  Sarà |y x \  una potenza 
di q. Osserviam o che Q e y x  non possono stare nello stesso y~Sylowgruppo 
di G; infatti Q è contenuto in uno ed un solo ^-Sylow gruppo S; dunque si 
avrebbe [y  , y x )  <  Q [y) — S, impossibile; pertanto [ Q ì y x ) ^ x  e dunque 
Q ihd (Q , yx )  =  G, assurdo. I I  caso: (x , y )  =  (x)x (y).  Sia Q =  {a) N; 
poiché a non centralizza x,  risulta \ax\  una potenza di q. Per ß opportuno, 
y x — y  sta nello stesso y-Sylowgruppo che contiene a x ì dunque \axy\ è una 
potenza di q e Q < d (Q , a x y ) — (Q , xy)  =  G, assurdo. Abbiam o quindi 
provato

(5) [x) <1 G.

Consideriam o un  ^-sottogruppo L norm ale in G e tale che (x , L) sia 
norm ale in G (un tale L  esiste essendo G, per la (4), risolubile). R isulta 
Q L/L  <.d G /L per la m inim alità e dunque QL ha un sottogruppo T  di indice 
q che è norm ale in G, con L <  T (1.1). Risulta T D Q  =  N (si tenga presente 
che la chiusura norm ale di T  fi Q in G è un ^-gruppo) e {x , T ) .=  [x , L) U T  
è norm ale in G. Consideriamo, in G =  G/T (4), il sottogruppo (y); esso è nor-

(4) Indichiamo con X l’immagine di un sottoinsieme X di G nelPomomorfismo cano­
nico v: : G -> G/T.
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male in un ^-Sylow gruppo di G (ha i vi indice ;<y). Possono darsi due casi. Icaso', 
[ÿ)  <d (#) (j7)* R isulta allora (y) <] G, e dunque y  sta in ogni q S yiowgruppo 
di G. Scelto in Q* un b tale che Qx =  N [b), risulta allora by un ^-elem ento 
e dunque Q U d (Q , by). Poiché (Q , by) non è un ^-g ruppo  e quindi 
Q $ 3 {Q , by), sarà (Q , by) =  Q fa ) ,  con fa \  = i > , Q H Q t o <] (Q , by) (1.1); 
essendo NG= = (T O Q ) un ^-gruppo, risulta Q O Qby=  N. In  conclusione, by 
norm alizza N, quindi N by=  N y=  N, assurdo. I I  caso', (y) T /T  <£| [x) [y) T/T; 
di conseguenza è un ^-elem ento e in (Q , xy) =  Q (#2), con |at2| =  p, pos­
siamo ragionare come sopra, ottenendo N =  Q O Qxv, e dunque N ^ =  N y=  N; 
quest’ultim a contraddizione perm ette di concludere che Q < ^ G .

2. Alla dim ostrazione del teorem a prem ettiam o tre lemmi.

2.1. L emma. S ia  H < ^ G  e H nilpotente\ se Q è un q~Sy Iowgruppo 
d i H, allora Q < ? G.

Dimostrazione. Supponiam o, per assurdo, Q $ gG; allora Q è un q -  
Sylowgruppo di G ([3], Lem m a 4); m a se Qg4 =Q p e r g ^ G ,  è |H Q g| =  |H |^ a 
e oc> i, assurdo.

2.2.  L emma. Sia  H < ^ G  e H nilpotente', se ( | G : H | , | H | )  =  1, 
allora ogni sottogruppo d i Sylow  d i H è d i D edekind in  G.

Dimostrazione. Sia G un controesempio di ordine minimo, sia H come 
nell’enunciato e sia Q un ^-S  y Iowgruppo di H che non è di D edekind in G. 
In  virtù della Proposizione 1 .4, possiamo supporre G =  H [x) , \x \  =  p n, 
7 > j | H | .  Poiché d ’altra parte H $ ? G (2.1), è \x\ — p  , | H : N | — q ove 
N =  Hg e, per la m inim alità di G , | N | =  rm con r  primo e quindi | Q | =  q. 
D istinguiam o due casi. I  caso'. N non è un sottogruppo norm ale m inimo
di G. Sia {1} =f= M <] G e M % N; poiché | G/ M|  <  |G|  e | Q ( * ) M |  < | G | ,
si vede che Q norm alizza (x) e qualunque altro sottogruppo d ’ordine p. 1.4 
perm ette allora di affermare Q <~d G; infatti essendo G =  H [x) i coniugati 
di Q stando in Q (x), quindi Q <.d (Q , h), qualunque sia h di ordine potenza 
di prim o. I I  caso'. N è norm ale m inimo in G. I coniugati di Q non possono 
generare un gruppo di ordine rßq, che sarebbe nilpotente; pertanto Q° con­
tiene un elemento x 1 di ordine p\  m a allora x x centralizza N e dunque
I N j — r. Essendo (N , x x) <] G e abeliano, si ha [x-^ =  (x) < | G, quindi
Q G per 1.4, come nel I caso.

Osservazione. L ’ipotesi ( |G  : H | , |H  | ) =  1 in 2.2 è essenziale; esempi 
di sottogruppi di Dedekind nilpotenti i cui Sylowgruppi non sono di D edenkid 
si trovano in [3], section 3.

2.3.  Lemma. Sia  H un sottogruppo del gruppo  G che gode della pro­
prietà  (*j); allora Hq =  O {H l | L =  (H , x) con \x \ potenza d i prim o).

Dimostrazione. Si ha evidentem ente fi H l > H g ,  quindi basterà far
L

vedere che Ç) H l  <  per ogni g  £ G; a tale scopo è poi sufficiente provare
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che, posto (g) =  ( x j  X • • • X (xr) , \xì\ potenza di primo, è H (H,„) =  D H
Ì = 1 ' 1

useremo induzione sul num ero r  degli x t . Poniam o H x =  =
r — 1

=  =  e K =  H j O H 2; essendo H (H,^ <  K e K <] H ,

per concludere basterà far vedere che == K e K ^r  ' 'Xr~^ =  K. Osser­
viamo anzitutto  che, essendo {xx - • - x ^ )  perm utabile con (xr), risulta

(0  ( K ^ - ^  =  <  (H , Xj■ • ■ x t^ )  n  (H , x r) .

I  caso: supponiam o che H commuti con ogni (#$). In tal caso il gruppo 
-av-i) ^ norm alizzato da H, avendosi ' 'av“1̂ )H — ( k h) ^ ^ ì - - v ì )

e K h =  K. Facciam o ora vedere che K =  K ^r). D a K ^  infatti,
essendo KW < H 2, seguirebbe K<%> $  H, e dunque Hj. % H , U ;
pertanto, poiché quest’ultim o gruppo è norm ale in (H , x 1 ■ ■ ■ x ^ ) ,  esso 
non può essere contenuto in H. M a allora H è contenuto propriam ente in 
H U ^  <  H [xr) O H (x1 ■ • • Xf.^) (per la (i)), e questo è assurdo
perché ( |H  (xr) : H | , |H  (x1 ■ ■ ■ x r̂ )  : H |)  =  i. In m aniera del tu tto  analoga
si conclude che =  K.

77 caso: H non perm uta con tu tti gli fa ) .  Non sarà restrittivo assu­
mere H (xr) 4 = [xr) H. Osserviam o che {x1 - - - x r̂ 1) norm alizza K; infatti da 
K < K<*r " W  seguirebbe =  H l , essendo | H , : K | =  | H : H 21 un
num ero prim o (i . i ) .  A llora sarebbe ( H , x r) =  H ^ =  II U H  =  K (x1 --xr- 1)(xr) ,j
0  H <  (H , x x■ ■ ■ x r_x) (per (i)), dunque H x <  H 2 e K =  H j <] (H , x x- ■ ■ x r̂ ) ,  
assurdo. P ertanto  risulta

( 2 )  ■-xr - l ) ^ r )  __  J ^ < a v )  _ _  Ç ^ xr) {̂xV • xr~l)

O ra K M  <  H 2, infatti ( K ^ >)H* = (K H*)W =  K^>; allora da H / H 1- H 1U 
u  Ha/Hj ^  Ha/Hr n  H 2 =  H 2/K  segue K<av> U H j < ] H ,  quindi K {Xr) U H j <] 
<] (H , x 1 ■ ■ ■ x r̂ ij (cfr. (2)); m a essendo H j <  U Hj <  H, deve risultare 
H j =  K<av> U H j ; si conclude che Kw  <  Hj e così K {Xr) =  K.

Dim ostrazione del Teorema. Evidentem ente t) implica ii); proviam o 
che da it) segue i).

Sia G un controesempio di ordine minimo relativo ad H < G .  R isulta per­
tanto, in virtù di 2.3, D {H l | L  =  (H , x)  , | x  | potenza di primo} =  Hq == {1} 
e dunque H è nilpotente ([2], Satz 2). Per dim ostrare H <.d G è sufficiente 
provare che ogni sottogruppo di Sylow di H gode della proprietà (* ) (1.4). 
Supponiam o, per assurdo, che risulti per un ^-Sylow gruppo Q di H e per un x  
di G di ordine potenza di prim o Q 4=  ̂(Q , #). Osserviam o anzitutto  che non 
e restrittivo assumere (H , x)  =  H (x); infatti risulta (H , x ) l H 1 un  P—gruppo 
di ordine pq  ove p > q  e H , .=  U {HtX) ( i . i  e 2.1); allora (H , x)  =  H (y)  con
1 y \  — p n* Se ora H non perm uta con (jt), allora [x , H ^ /H i è un ^—gruppo 
coniugato a Q H 1IH1 e dunque x  =  zyGC u ì per z  € Q , u  € Hj. Ora, essendo H 
nilpotente, il ^ '-so ttogruppo  di H all’ di H è norm ale in (H , x)  e dunque
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un suo elemento centralizza tan to  Q quanto Q* per t e (H , x)  ; se d u n ­
que scriviamo u =  ux u2 con \ux , u2] =  1 , e Q , ( \ u 2 \ , q) =  1, otteniam o 
x  =  C ^ ^ i)  u2, ove [s2'“ % , u2] =  i quindi, essendo ( |z^ | , | # | )  =  1, si ha 
% e ( ^ “ «1) (5), e infine (Q , x)  <  (Q , Q^“} <  (Q , y)  pertanto Q (Q , y ). 
Assum iam o dunque Q $ d (Q , x)  e (H , x) =  H (x). Osserviam o anzitutto che 
è possibile trovare un N <  H tale che N <] (H , x)  e tale che QN < d (QN , x)  
(N =  H <h,o:> gode di tali proprietà, cfr. 1.2). Proviam o ora che^> è un divisore 
di I N I ; infatti per 2.2 risulta ( |(QN , x)  : QN | , | QN | ) >  1, m a l’indice di 
QN in (QN , x)  è p\  per convincersi di ciò si pensi che M =  Q N ^ n .^  è 
un sottogruppo di indice q in QN e di indice p ß in M [x)\ d ’a ltra  parte 
Q N /M  < d (QN , x ) l M. Scegliamo ora un sottogruppo N con le proprietà 
dette e tale che la p —parte di | N | sia minim a. Sia y  un elemento di 
G che non norm alizza il /»-Sylowgruppo di N; non è restrittivo assu­
mere anche y  di ordine potenza di primo, \ y  \ — rm, e (H , y)  =  H ( y ) . 
Posto — N 1? osserviamo che risulta | N 1|3, < | N | P; proverem o che
QN, < d ( R , x , y ) ,  ma questa conclusione contraddice la m inim alità di | N \p ; 
ne segue l’assurdo. Non è restrittivo pertanto assumere YL(H,x,y) — {1} •

Abbiam o già osservato che, risultando (H , x ) / l ì 1 un P -g ruppo  d ’ordine 
pq,  tu tta  la ^ '-p a rte  di H è norm ale in (H ., x).  Poniam o H(u,y) =  H 2, ed 
esam iniam o separatam ente due casi ( i . i ). I  caso: ( H , y ) / H 2 =  P sia un 
P -gruppo  non abeliano. Poiché H (h,^>  =  {1} , H 2 non può contenere un 
sottogruppo di Sylow di H relativo a un primo diverso da q, dunque
I P I = p r , IH I —p sqtì j * > o , / > o , Q < ] H ( _ y )  , \ y  \ = r > p  >  q. Osserviamo che,
essendo (jH*|  , r) — i, risulta H x (y) =  (y) I l x ( i . i ) ,  e dunque (y)  (H (x)) =  
=  (H (x)) (y).  Consideriamo ora Qi =  Q O Hj ; y  norm alizza Q1? altrim enti 
risulterebbe =  Q =  (q^))h^) — Q<*> che contiene almeno un
elemento di ordine />, assurdo. Pertanto  è Qx =  {1} e | Q | = ^ .  D ’altra  parte, i 
coniugati di Q secondo [x] generano un elemento x x tale che (x1 , H ) =  [x) H, 
quindi x 1 centralizza il / —sottogruppo di Sylow di H, e dunque il 
/-S y lo w g ru p p o  di H 2 risulta norm ale in (H , x ) . Così | H | =  pq,  dun­
que I H (x) (y)  I =  qp* r  ; di conseguenza è [y] <] (H , y ) , e così posto
H =  Q X (a) è I ay\ =  p.  Osserviamo che Q U [x) =  Q (x) ; infatti se
contenesse H allora y  centralizzerebbe a , essendo anche Qx <] [y] perché
(a) <i H x(y); pertanto (x) è norm alizzato da Q, ed è centralizzato da y  perché 
sta in Q U Qx. In  conclusione [x) <j (H , x  , y)  e così axy  è un /-e lem en to , m a 
da H < d (H y axy) = ( H , x , y )  segue Q < d (H , x , y )  essendo =  {i} (1.2).
I I  caso', sia H <.q (H , y) .  T utti i Sylowgruppi di H che sono di Hall in (H , y)  
risultano ivi norm ali (2.1). Deve essere allora |(H  , y )  : H | =  p 1, y  di ordine 
/»-potenza. R isulta anche H ^ < ^ (H x, y) ,  perché diversam ente per il ragiona­
m ento fatto nel I caso si avrebbe Qx (H®, x  , y); dunque (y)  (H (x)) — 
=  (H (x)) (y).  Posto Qi =  Q O Hj , y  norm alizza Qx altrim enti (QiĤ ) ^ =  Q ^ =

(5) Se in un gruppo si ha x =  x1x2 e ( \x\ , \x2\ ) =  1, inoltre [xt , x2] =  1, allora risulta 
x2 e (xp, infatti da 1 =  x ^  =  x[^ x ^  segue che (x^) =  (x%) <  (* / .
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=  Q == (Qi^)Ĥ =  Q{x) che contiene almeno un elemento di ordine p.  R isulta 
pertanto  |Q | =  q , (Q , y )  =  QX (y)  ; se ne deduce che y  com m uta con un 
opportuno elemento w  di ordine p  che sta in Q{x\  tale che (H , w)  =  H [x)\ 
y w  è un ^-e lem ento  e così H < d (H , y w )  =  (H , y , x )  da cui Q < d (FI , y , x ) .
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