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Algebra. —  Osservazioni sulle classi di Fitting normali. N o ta (*} 
di M a r c o  B a r l o t t i ,  presentata (**} dal Corrisp. G. Z a p p a .

Summary. — Two normal Fitting classes are considered, and it is proved that one 
contains the other.

I.

T utti i gruppi che consideriamo sono supposti finiti e risolubili, anche se 
ciò non sarà più esplicitam ente ricordato.

U na classe ft di gruppi chiusa rispetto agli isomorfismi si dice una classe 
d i F ittin g  se

(i) N <1 G , G e g  => N € ft

(ii) N1>Na < G , N 1, N a€f t  Nx N2 e ft .

Sia G un gruppo.
Se ft è una classe di F itting, il prodotto di tu tti i sottogruppi norm ali di 

G appartenenti a ft si indica con G$ e si dice lo %-radicale di G. Se ft è 
la classe dei gruppi aventi ordine dispari, poniam o O(G) =  G ^ .

U n sottogruppo X di G per cui esiste una classe di F itting  ft tale che 
X =  Gcj si dice un radicale di G.

Se X , Y sono due radicali di G tali che Y <  X e per ogni radicale Z di 
G da Y <  Z <  X segue Y =  Z, il gruppo quoziente X /Y  si dice un fattore  
di F itting  di G.

In [3] si prova che ogni fattore di F itting è un /-g ru p p o .
Sia ft una classe di Fitting; un sottogruppo H di G si dice f t -massimale 

s e H e f t e d a H < K < G  con K e ft segue H =  K.
U na classe di F itting ft si dice normale se G^ è ft-m assim ale per ogni 

gruppo G.

L a seguente costruzione è dovuta a G. Zappa ([3]).
Sia G un gruppo e sia X /Y  un fattore di F itting  di G. Sia S una serie 

principale di G passante per X e Y, e siano M 1 , • • •, M.r i fattori principali 
appartenenti a S compresi fra X e Y ; essi sono / -g ru p p i  abeliani elem entari 
per uno stesso num ero prim o / ,  e si possono dunque pensare come spazi vet­
toriali su G F ( /) .  Ogni g  e G induce m ediante il coniugio un automorfismo 
in ogni ; il gruppo di automorfismi così indotto da G in M* risulta come è 
noto isomorfo a un gruppo di m atrici (g) a elementi in G F ( / ) .  Sia d^ (g) — 
=  det D* (g). Poniam o

r
^G,X,Y (g) =  IT  d% (g) ■

1

(*) Lavoro effettuato mentre Fautore usufruiva di una borsa di studio del C.N.R.
(**) Nella seduta del 13 dicembre 1975.
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L a classe 33 dei gruppi G tali che dQ,x, y (g ) =  i per ogni ^ e G e  per ogni 
fattore di F itting X /Y  di G è una classe di F itting norm ale detta classe d i 
F itting  normale speciale.

Vogliamo provare che 23 è contenuta nella classe di F itting  norm ale $ 0 
in trodotta in [1] e definita come segue: G e se e solo se ogni^* e G induce 
su O(G) (m ediante il coniugio) una perm utazione di classe pari.

Per tu tto  questo paragrafo q sarà un primo dispari, V (n , q) lo spazio 
vettoriale di dimensione n  su G F (q) , GL (n , q) il gruppo degli automorfismi 
di V (n , q) e SL (n , q) il sottogruppo di GL (n , q) form ato dagli elementi 
con determ inante uguale a i .

Come si può facilmente ricavare, ad esempio, da [2], ÏI Satz 6.10, S L (n  , q) 
non ha sottogruppi di indice 2, cosicché ogni suo elemento induce su V (n , q) 
una perm utazione di classe pari.

Indichiam o con p n>q l’applicazione GL (n , q) —► { +  1 , — 1} definita 
per A e GL (n  , q) da

Pn,q (A) =  +  i se A  induce su V (n ,q) una perm utazione di classe pari
e*
pntq (A) =  —  i altrim enti.

È im m ediato che pniQ è un omomorfismo.
Sia K q il gruppo m oltiplicativo di G F (q) e sia det: GL (n , q) -> K q l ’omo­

morfismo determ inante.
Per quanto abbiam o osservato, K er det <  K e r ^ ^ ,  cosicché p n>Q definisce 

un omomorfismo

Si può infatti porre, se d e  K ? , p n,q (d ) — p nìQ (A) dove A è un qualunque 
elemento di GL (n , q) con det A  =  d.

Vogliamo provare che p n,q dipende solo da q e non d a - » ;  a tale scopo 
costruiam o esplicitam ente un algoritm o che non dipende da n per il calcolo di
jPn,q 0^) (d  €

Fissiamo u n a  base { x  , y l t -- • ,y w_1} in V (n , q) e calcoliamo p n>q (,d ) 
considerando l’automorfismo che rispetto a tale base ha la m atrice

Sia cp la perm utazione indotta su V (n , q) da tale automorfismo, e consi­
deriam o la decomposizione di 9 in cicli disgiunti.

2.

Pn,q : -> { +  i , — 1} .
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2.1. Se w , z  G V ( n , q) , m  € w , 2/ <2 appartiene z  ha
la stessa lunghezza d i quello a cui appartiene zm e d i quello a cui appartiene zw .

D imostrazione . Sia (z , ^  , • • •, g t) il ciclo a cui appartiene z.
I trasform ati successivi di zm m ediante 9 sono

ryyt HYb Hïb /yyi

> gì

e i trasform ati successivi di zw  m ediante 9 sono

zw  , gxw  , • • •, gtw  , zw  .

Per i < t  non può essere g f  — zm (infatti si avrebbe anche g % =  (g™)m 1— 
=  (zm)m =  z) nè g i w  =  zw  (infatti si avrebbe anche gì =  z) da cui 
l’asserto. (C.V.D.)

Vediamo ora come opera 9 sugli elementi di V (n , q), che pen­
seremo nella form a x a y  i 1, • • •, (a > ß* e G F (gj). Poiché x 9 — x 1 e
V? =  jKi (i’ =  i , ■ • •, ^  ■— 1) , 9 lascia fissi i qn~x elementi con oc =  o m entre 
agisce in modo non identico su ciascuno dei restanti qn — qn~x — qn~x (g —  1); 
per 2.1, inoltre, tu tti i cicli non banali della decomposizione di 9 hanno la 
stessa lunghezza /  e sono dunque in num ero di 1 - qn~x.

Il ciclo a cui appartiene x  è del tipo

/ d dl- \
[ X  , X  , X  , • • • , #  )

cioè /  è il più piccolo intero positivo per cui d l =  1 (mod q).
Poiché il gruppo m oltiplicativo di G F (g) ha ordine q ■— 1 , /  è un divisore 

di q —  i .
È  facile ora determ inare la parità di 9, cioè p Utq id').
Se /  è dispari, e quindi ---  ̂ 1 è pari, 9 si decompone in cicli tu tti di lun­

ghezza dispari e dunque p Utq (d) — +  1.
Se /  è pari, 9 si decompone in -  1 qn~x cicli tu tti di lunghezza pari,

e dunque, poiché q è un num ero dispari, si ha in questo caso

Pn,q (d ) =  +  1 se 1 è pari

Pn,q (d )  =  —  i se — j 1. è dispari.

Riassumendo:

2.2. S ia  l  i l  m inim o intero positivo tale che d l — 1 (m od q) (/ é un divisore 
di q —■ 1). S i  ha

Pn,q (d )  =  +  i se -1 è p a ri

q— 1
P n tq ( d }  —  1 se l è dispari.
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In  particolare, p UtQ (d) non dipende da n. Ciò perm ette di enunciare il 
seguente risultato:

2.3. S ia  q un prim o dispari.

Esiste un omomorfismo p q da l gruppo moltiplicativo d i G F (fi) nel 
gruppo m olii p ii  cativo { +  1 , — 1} tale che per d  e K.q si ha

p q (d) =  +  i se e solo se per ogni intero positivo n ogni elemento 
di GL (n , q) con determinante d  induce su  V (n , fi) 
una permutazione d i classe pari

p q (d )  =  ■— i se e solo se per ogni intero positivo n ogni elemento
d i GL (n , q) con determinante d  induce su  V  (n , q) 
una permutazione di classe dispari.

3 -

Se a è una perm utazione su un insieme dato, scriveremo 

p  (a) =  +  I se g è di classe pari

p  (cr) =  -— i altrim enti.

Come è noto, se a e t  sono perm utazioni sullo stesso insieme si ha p  (g t)  =  
=  p{a)  p  (t ).

3.1. S ia  B un gruppo d i ordine d i sparii e sia A <] B. S ia  <p una perm u­
tazione su  B che m uta  A  in  se e siano F , ^ le perm utazioni indotte da 9 su  A 
e su  B/A rispettivamente, definite da

& 9 r -  \a =  a a e A

(Ab f  =  Ab* Ab  e B/A.

Allora si ha p  (9) =  p  (fi) p  (^).

Dimostrazione . Sia { r j  un  sistem a di rappresentanti fissato per le classi 
laterali di A  in B.

Sia 8(1) la perm utazione su B che m uta in sè ogni classe laterale definita da

0-*)8(1) = a V j  =  a r t art e A r t .

Poiché le classi laterali di A  in B sono in num ero dispari (teorema di 
Lagrange) si ha

P (§<!,) =  P («■).
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Sia poi 8(2) la perm utazione su B che porta gli elementi del laterale K r i 
in quelli del laterale A r i  =  (Ar $  definita da

(«u)S<2> =  ari ari e A r i .

Per ogni elemento art di B si ha

(arì?V>*<»= ((«ri)8a))S® =  (aV«)*<» =  a* r i =  (or

cosicché S(1) S(2) =  9 e quindi

P ( * ) = P  ( » a , )  P  ( 8 ( 2 , )  =  P  ( » )  p  ( 8 , 2 , ) .

Per provare l’asserto resta dunque da m ostrare che p  (§<2)) =  p  (<]/). 
Consideriamo a tale scopo una decomposizione di t}/ in k  trasposizioni 

T i > T 2 ,• • - , T* (ricordiam o che /(< !> )=  +  1 o p  (<\>) =  —  1 secondo che k 
sia rispettivam ente pari o dispari).

A lla trasposizione T( =  (A r , ,A rm) associamo le jA | trasposizioni (di­
sgiunte)

=  {ari. arm) a 6 A  .

Sia Z, la perm utazione su B definita da

n ^ .
ae  A ae  A a e A

^ e il prodotto di | A | k  trasposizioni, dunque (poiché A <  B) £ è una perm uta­
zione di classe pari o dispari secondo che k  sia rispettivam ente pari o dispari, 
cioè p  (Ç) =  p  ((];).

Il m odo di operare di Ç sugli elementi di B è evidentem ente il seguente:

ari se r$ è il rappresentante fissato
per la classe ( A =  A r \

Sia ora 7] la perm utazione su B che m uta in sé ogni classe laterale definita 
come segue sulla generica classe laterale A r f.

se A rj =  (Ar i f  , (ar$  =  ar-

cioè 7] è la m oltiplicazione a destra per r j 1 r f.
È evidente che ogni ciclo indotto da rj ha per lunghezza il periodo di 

r 5 V<, cioè (poiché r j 'r *  € B) ha lunghezza dispari e dunque y] è una perm uta­
zione di classe pari.

A llora p  (£/)) =  p  (Q =  p  (<J/).
M a è im m ediato che Çy} =  §(2) e dunque il teorem a è provato (C.V.D.). 

Sia G un gruppo. U na catena principale

X, <  X, <  • • • <  X*
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di G di estremi X 1 e X* si dirà una serie d i F itting  di G di estremi Xj e X* se 

(1) ciascun X* è un radicale di G;

(ii) X.m /X , è un fattore di F itting di G per i =  1 , 2 , • • •, k — 1.

Evidentem ente, com unque presi due radicali X , Y di un gruppo G con 
X <  Y esiste una serie di F itting  di G di estremi X e Y.

3.2. S ia  G un gruppo e sia

(1 ) =  X„ <3 Xj <]•••<] Xj. =  O(G)

una serie d i F itting  d i G d i estremi (i) e O(G). S ia  g ^G tale che Jg ,xr,-xr_1 (g )=  i 
per  o <  r  <  / <  f ,  Allora g  induce su  Xj una permutazione d i classe pari.

D imostrazione. Proviam o il teorem a per induzione su j .
Se j = o  l ’asserto è banale, dunque possiamo supporlo vero per j — 1. 
Se g  e G e dGtxr,y,r_x (g) — i per o <  r  < j  è anche d a ^ .x ^  (g) — i per

o < r  < j —  i cosicché per l’ipotesi di in d u z io n e in d u c e  su X ^  una permu-
tazione di classe pari.

Vogliamo provare che g  induce su X,- una perm utazione di classe pari. 
Sia

( i ) < ] • • •  <1 Xj_! =  A 0 <| A , <1 • • • < | A„ =  X,- <  • • • <] G

una serie principale di G passante per X ^  e X j .  Indichiam o con cp* la  perm u­
tazione indotta da g  su A t (i =  o , ■ ■ •, n) e con d t (g) il determ inante dello 
automorfismo indotto da g  su A*/AM ; sia qm l’ordine di X j j X j ^  ; vogliamo 
provare che per i <  i  <  n si ha

Mg))-
Ne seguirà per i  =  n

P (<P «) =  Pq (n d l ( g ) )  =  Pq Vc.Xy.LXy (g))

e poiché per ipotesi d o txy_ltXy (g) =  1 si avrà

P(Sn) =  p q (l) =  +. I-

M a <pn è la perm utazione indotta da g  su A n =  X̂ - e dunque avrem o provato 
che g  induce su X̂ - una perm utazione di classe pari.

Procediam o per induzione su i.
Sia i  =à i. Vogliamo applicare il Teorem a 3.1 con A  =  A 0 , B =  A 1 ,

?  =  ?i •
E im m ediato che allora & =  cpxUo =  9 0 e c^e ^ è la perm utazione indotta 

da g  sul fattore A J A q, cosicché p  (&) =  1 (perché per ipotesi g  induce su X ^

P (<Pi) =  TlPq (dt (g)) =  Pa( IT
\ t = i
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una perm utazione di classe pari) e p  (40  =  p q (dx (g)). Si ha così

P (?i) = / ( ? ) =  P O)  P OP) =  Pi  idx (g))

come si voleva.
A nalogam ente si prova, sotto l’ipotesi d ’induzione

i - 1

P (<Pì-i) =  IT  Pi (d t (g))t= l
che

i
P Opì) =  IT  Pi id t (g)) ■t*= 1

Sia infatti A  =  A ^  , B =  A ^ , 9 =  9* e si applichi il Teorem a 3.1. 

A ncora una volta & =  <pH  ^cosicché per l’ipotesi di induzione p (&) =

n  Pi (dt (g)) j  e P  (iJO =  p q (di (g)) e così

P (<Pi) =  P (?) =  P O ) P 010 =

=  ( n  p ' ( M * ) ) ) p t v*(g))  =

=  T l P i ( d t (g))
‘- 1 (C.V.D.).

Sia G 6 33. Ciò significa che o g n i^  e G soddisfa le ipotesi di 3.2 con j  =  k , 
e dunque ogni g  e G induce su O(G) una perm utazione di classe pari. 

Ne segue che G e g 0) e si è così provato che 33 C 5 o come si voleva.
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