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Matematica. — Sul p iù  grande punto di biforcazione positivo per 
una classe dì operatori potenziali non differenziabili. Nota di H u g o  

B e i r a o  d a  V e i g a  (* (**)\  presentata (*#) dal Corrisp. G. S t a m p a c c h i a .

Summary. — We characterize the first bifurcation point for some potential non-diffe- 
rentiable operators in Hilbert spaces.

Sia H uno spazio di H ilbert reale di norm a || || e prodotto scalare ( , ).
Indicherem o con « -> » la convergenza in norm a e con « » la convergenza
debole in questo spazio.

Nel seguito indicherem o con K un cono convesso e chiuso in H di vertice 
nell’origine, ossia K  è un  sottoinsieme chiuso di H tale che /K  C K  per ogni 
/ >  o e K  +  K C K. Si suppone che K, non vuoto, non si riduca all’origine.

D ato p >  o porrem o Sp =  {x G H : || x  || =  p}, V p =  {x € H : || x  || <  p}, 
K p - K n V p .

U n  num ero reale p, si dice un punto di biforcazione (o di d iram a
zione) per un  operatore T : K  —► H se per s >  o esiste una coppia 
(X8 , r s) 6 R x K  tale che Txz — p.e x z , | p, — p.s | <  s , o <  || ;re || <  s.

A nalogam ente + 0 0  è un  punto di biforcazione p er F se nella precedente 
definizione la condizione | p, —  p,e | <  s viene sostituita con p,s >  1 je; una 
definizione analoga vale per —  00.

Se nelle precedenti definizioni si sostituisce la condizione o <  Il *« Il <  e 
con II II >  i /e si dirà che p. (risp. A 00) è un punto di biforcazione (o di 
diram azione) asintotico per l’operatore F.

O vviam ente nella prim a definizione basta che F sia definito in un certo 
K P (p >  o) e nella seconda che lo sia in un certo K — K p .

Se S è un  sottoinsieme non vuoto di H e O un funzionale reale definito 
in S direm o che O è debolm ente continuo in S se x n G S, xn x 0 e S implica 
che <3> (x0) — lim (xn).

n->+00
Direm o che <D è debolm ente sem i-continuo superiorm ente se sotto le 

stesse ipotesi si ha <P (x0) >  lim sup O (xn). In modo analogo si definisce
n~> +00

la sem i-continuità inferiore debole.
Indicherem o con S la chiusura debole di S nel senso seguente: 

S =  {x e H : 3x n 6 S, n =  1 y 2 , x n x}. O vviam ente S =  S se S è un
sottoinsieme fortem ente chiuso e convesso di H.

(*) Ricercatore dello « Instituto de Fisica e Matemàtica » (Lisbona).
(**) Nella seduta del 13 dicembre 1975.
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Se O : S -> R  direm o che €> è debolm ente continuo in S se esiste una 
estensione di <D a S debolm ente continua in S (valgono definizioni analoghe 
per le sem i-continuità superiore e inferiore debole in S).

È  ben noto il seguente risultato (cfr. [2], §6, Teorem a 2 . 1 e  [3], § 17, 
Teorem a 17.6).

T e o r e m a . Sia  : H —> R , (o) — o, un funzionale debolmente con
tinuo e Frechet differenziabile m  H e poniamo F =  V ^ . Supponiamo che Fo =  o 
e che F ammetta una derivata secondo Fréchet n e iïorigine D F  (6 ) =  B, essendo 
B un operatore lineare continuo compatto e auto aggiunto.

Allora il  p iù  grande autovalore fji0 di B, se positivo, è un punto di bifor
cazione per T.

In  questa N ota generalizzerem o questo risultato ad una classe di opera
tori definiti in coni e non necessariamente derivabili nelPorigine. Q uesta gene
ralizzazione sarà estesa anche al caso della biforcazione asintotica. Le dim o
strazioni dei risu ltati che enunceremo (insieme a delle applicazioni) saranno 
presentate in [1 ].

Diremo che B : K  -> H è positivam ente omogeneo se B (tx) =  tBx  per 
ogni r  6 K  ed ogni t o. Porrem o inoltre

m K (B) =  in f (Bx , x) , M k (B) =  sup (Bx , x)
æ e K flS i  xeKn$i

P r o p o s iz io n e  i. Sia  I =  B -f- co con B : K  —> H positivamente omo
geneo e co * K  —>■ H verificante

( 0  lim .&*■*) = o .
x—0 ||*!|

0=j=æeK

Allora i punti di biforcazione di F in K  sono contenuti nelP intervallo chiuso 
[mK (B) , M k (B)].

P r o p o s iz io n e  2. Sia  F =  B -f- co con B : K —> H positivamente omoge
neo e co : K  > H verificante

(2) hm
! M i  - > + 0 0  l ^ l 2 

æeK

Allora i punti di biforcazione asintotici di F in K  sono contenuti nelP in
tervallo \mK (B) , M k (B)].

O s s e r v a z io n e  i . Questi risultati hanno un carattere locale bastando 
nella Proposizione 1 che T  sia definito in K p, per un p >  o, e nella Proposi
zione 2 che r  sia definito in K  — K p per un p >  o.

A  questo punto si pone naturalm ente il problem a di studiare in che con
dizioni i valori estremi dell’intervallo [% (B )  , M k (B)] siano effettivam ente 
punti di biforcazione per F. Siccome (jl è  un punto di biforcazione (nell’ori-
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gine o asintotico) per Y se e soltanto se — [x è un punto di biforcazione per 
— T, lo studio concernente il valore m K (B) si riconduce sempre allo studio 
concernente M K (B). Quindi, e senza perdita di generalità, ci restringerem o 
a quest’ultim o caso.

Se O è un funzionale reale definito in K  diremo che <D è G ateaux diffe
renziabile in un punto i 0e K  e che il suo gradiente (Gateaux) in x0 è y£ìrl se

(3) $  (x0 +  th) —  O (x0) =  (y  , th) +  <ù (x0 , th) ,

\Jh tale che x 0 +  h g K , \ft g ]o , 1]

ove lim [co (x0 , tK)\t\ — o. Porrem o allora y  =  fio)-
t—>-0
Se <D : K  —  K p : R  e se x 0 G K — K p si considerano in (3) soltanto

gli increm enti h tali che || h || <  || x 0 || ■— p.
Sia F : K  —> H. Userem o nel seguito la seguente condizione (4), che è 

verificata in particolare se T K C K  (cfr. Osservazione 3):

(4) sia x  G frontiera di K  con (Yx , x) >  o e

Yx -=f=. \ x ,  VX G R. Allora, posto p — || x  || ,

esiste 7  G Kp, tale che (r^ :, y) >  (r^; , x).

Nel Teorem a 2 questa ipotesi sarà usata per un  operatore Y definito in 
k - k P0 essendo allora sottointeso che in (4) si prendono in considerazione 
soltanto punti ^  verificanti || x  || >  p0.

TEOREMA i . Sia  <3> : K  -> R  , €> (o) =  o, un funzionale debolmente semi
continuo superiormente e Gateaux differenziabile e poniamo Y =  V®. Suppo
niamo che T verifichi la condizione (4) ed inoltre che si abbia Y =  B +  co con 
B positivamente omogeneo in K  e co soddisfacente (1).

Allora se M K (B) è positivo, M r  (B) e il p iù  grande punto di biforcazione 
di T in K.

Si osserva che le ipotesi del Teorem a 1 implicano che M r (B) <  -j- 00 
m a non escludono che w r (B) =  —  co. Si osservi anche che il Teorem a 1 ha 
un carattere locale, ossia è sufficiente che le funzioni siano definite e le ipotesi 
vengano verificate in un certo K p, con p positivo arbitrariam ente piccolo.

TEOREMA 2. Sia  <D : K — K Po -> R  un funzionale debolmente semi—con
tinuo superiormente in  K —  K Po, Gateaux differenziabile in  K  —  K Po e tale 
che T =  V<P verifichi la condizione (4) ed inoltre Y =  B +  co con B positi
vamente omogeneo in  K  e co verificante (2). Sia  | O (oc) — \  (fix  , x) | limitato 
su K  n  Sp per ogni p >  p0.

Allora se M r  (B) è positivo, M r  (B) e il p iù  grande punto di biforcazione 
asintotico per F in  K.



618 Lincei ~ Rend. Sc. fis. mat. e nat. -  Vol. LIX -  dicembre 1975

O s s e r v a z i o n e  2. Nel Teorem a 2 la sem i-continuità superiore debole 
di 0  in K —  K Po può essere sostituita con la sem i-continuità superiore debole 
di O in K  —  K Po insieme a quella di (Bx , x) in K. Inoltre quella stessa condi
zione e soddisfatta se O e definito e debolmente semi—continuo superiorm ente 
in tu tto  K.

O s s e r v a z io n e  3 (condizioni sufficienti per la condizione (4)). Affinchè 
la condizione (4) sia verificata in un  punto ^  è sufficiente che esista £ =  S (*) >  O 
tale che ^  +  zYx  e K. In  particolare è sufficiente che Yx € K.

Più in particolare la condizione (4) è verificata se Y K C K  o se K  =  H.

O s s e r v a z io n e  4 (sulle condizioni (1) e (2)). D ati due operatori B e B  
positivam ente omogenei su K  diremo che B e B  sono equivalenti (e scrive
remo B ~  B) se (B* , x) =  (ßx  , x), \/-x e K. Se B ~  B allora mK (B) =  
=  wk ( B)  e M k (B) =  M k (B).

Supponiam o che Y è definito in K p , p >  0, [risp. in K  —  K p] e che 
Y =  B +  cù con B positivam ente omogeneo in K e co verificante (1) [risp. (2)]. 
In  queste condizioni diremo che r  =  B f  w è una decomposizione am m issi
bile (nell’origine) [risp. (all’infinito)].

Se T =  B +  6) è una dee. ammissibile e se B allora esiste una dee. 
ammissibile Y =  B j co. Reciprocam ente se T =  B +  co e F =  B +  cö sono 
due dee. ammissibili allora B ^  B.

Si osservi che se B è un  operatore lineare continuo allora esiste uno (unico) 
operatore lineare continuo autoaggiunto B^ tale che Bp ~  B.

Sia T : H —> H , Yo =  o. Y è Fréchet differenziabile nell’origine (con 
D T (o) =  B operatore lineare continuo) se Y =  B -f- co con co verificante

(S) lim
x~̂ o

I<*> WI

Se decomponiamo il campo di vettori co (x) nelle componenti radiale e 
tangenziale, cioè,

\ \ % f

(02 (x) =  tù (x ) -----^  x  ,

e se consideriamo le condizioni (i ~  1 , 2)

(«,) lim = o .

allora si vede che (5) equivale a (6X) più (62). Invece (1) equivale soltanto 
a (^i). Si osservi in proposito che coj (x) appartiene ad uno sottospazio un i
dim ensionale ben determ inato (cioè indipendente dal particolare co (x)) m entre 
in questo stesso senso co2 (x) appartiene ad un iperpiano.

F inalm ente se Y am m ette una dee. ammissibile ed è differenziabile G a
teaux  nell’origine allora Y =  V F  (o) +  (Y ■— v r  (o)) è una dee. ammissibile.
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Le diverse proprietà descritte sussistono se T è definito in un cono K  
e se la derivata (Fréchet o G ateaux) D F  (o) =  B è soltanto un operatore 
positivam ente omogeneo definito in K  (diciamo che un tale operatore B è 
la derivata  Fréchet [risp. G ateaux] di F nell’origine se F =  B +  co ed il resto 
co verifica (5) [risp. la solita condizione direzionale] in K).

Risultati del tutto analoghi sussistono sostituendo (1) con (2) e la dif
ferenziabilità (Fréchet o Gateaux) nell’origine con quella all’infinito.

Una discussione più dettagliata verrà presentata in [1].
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