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C h im ica .— Un procedimento di minimizzazione diretta dell'energia 
di una molecola per mezzo di una trasformazione ortogonale della base 
e sue relazioni con altri procedimenti (*}. Nota di S t e f a n o  P o l e z z o , 

presentata (**} dal Socio M . S i m o n e t t a .

S u m m a r y . — The minimization method previously proposed for closed and open 
shell molecules and for multiconfiguration self-consistent-field theory is briefly reviewed 
and a comparison is made of the stationary energy conditions worked out by this method 
with those worked out by other methods.

I. I n t r o d u z io n e

In  due articoli precedenti [i a,b] è stato proposto un  procedim ento di 
minim izzazione d iretta  dell’energia elettronica di una molecola: esso è stato 
sviluppato per sistemi a strato  chiuso ed aperto [1 a] ed esteso poi al caso 
generale della teoria del campo autoconsistente a più configurazioni com pren­
dendo sia lo stato fondam entale che gli stati eccitati di una molecola qual­
siasi [1 b]. In  questo procedim ento il concetto inform atore è quello di usare 
una opportuna m atrice ortogonale per trasform are un insieme ortonorm ale 
di vettori in un altro insieme ortonorm ale della stessa dimensione, diciamo m. 
La m atrice ortogonale U  (X) usata è della form a

U  (X) =  im +  2 (1 -(- X — X )~ \

essa dipende dagli m (m  •— i)/2 elementi della m atrice em isimmetrica 
S =  X — X , essendo X una m atrice del tu tto  arbitraria. Q uesta trasform a­
zióne viene applicata agli orbitali di base in modo tale da raggiungere, per 
iterazioni successive, il m inimo della superficie dell’energia m uovendo lungo 
la direzione del gradiente, nello spazio le cui coordinate sono gli elementi 
della m atrice em isim m etrica S, che costituiscono appunto le variabili indi- 
pendenti.

Si è usata l’approssim azione di esprim ere gli n  orbitali molecolari 
{Aj , A2 , • • •, A r , • • •} come combinazione lineare di m  orbitali atomici, 
{ocj , a2 , • • •, <xm} (che per brevità verranno indicati con r  , , t , u  , • • •). 
Supponendo che gli orbitali atomici costituiscano un insieme ortonorm ale 
per cui

(a I a) =  i m ,

(*) Centro del C.N.R. « Relazioni fra struttura e reattività chimica via Golgi, 19. 
20133 Milano.

(**) Nella seduta del 15 novembre 1975.
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la trasform azione viene applicata nel modo seguente,

(i)  [A ) =  | a ) T - > | Ä ) - = | o c ) T  con T  =  U T  ,

dove T  è la m atrice rettangolare m X n ì e  cui colonne sono form ate con i coeffi­
cienti degli orbitali atomici che costituiscono gli orbitali molecolari. Come 
si vede, la trasform azione (i) conserva la proprietà di ortonorm alizzazione 
degli orbitali molecolari, poiché T +T  =  T fT  =  in .

Iterando fino a che il gradiente si annulla si arriva a determ inare il punto 
in cui l’energia è m inim a o quanto meno stazionaria. Le condizioni di stazio­
narietà possono essere scritte in modo esplicito e in questa N ota ci proponiam o 
di confrontare le nostre equazioni con quelle corrispondenti ottenute nel con­
testo di altri procedim enti di minimizzazione. Due caratteristiche salienti del 
procedim ento proposto sono: i) la sicura convergenza, dato che nella ricerca 
del m inim o si fa uso del gradiente per cui il procedim ento è certam ente 
stabile; 2) la conservazione rigorosa delle condizioni di ortonorm alizzazione 
degli orbitali duran te tu tto  il processo iterativo, per cui gli spostam enti 
vengono fatti restando sem pre sulla ipersuperficie data  dalla intersezione 
della ipersuperficie dell’energia con quella dei vincoli.

L ’esposizione verrà suddivisa in due parti: nella prim a verrà esam inata 
la teoria riguardante i sistemi a strato  chiuso ed aperto; nella seconda verrà 
presa in esame la teoria del campo autoconsistente a più configurazioni.

2. S is t e m i a  strato  c h iu so  e d  a pe r t o

Lo stato fondam entale di una molecola a più strati, chiusi ed aperti, 
può essere rappresentato  con una funzione d ’onda espressa come com bina­
zione lineare di determ inanti di Slater

v

i determ inanti sono form ati con un  insieme dato di orbitali ortonorm ali 
e i coefficienti dv sono determ inati in modo che la risulti autofunzione degli 
operatori di spin S2 e Sz , con la m olteplicità richiesta dalla sim m etria dello 
stato e, naturalm ente, sono norm alizzati, cioè d% =  1.

In  corrispondenza alla funzione d ’onda precedente l’energia elettronica E 
dello stato fondam entale per un  sistema a più strati può essere espressa nel 
modo seguente

ns ns
(2) E  = £  V, tr  ( /R i )  + 2  tr  (R, G« (R,)) ,

i = 1 i<j 1 "T“

dove i  e j  denotano gli strati in num ero di ns e il loro num ero di occupazione 
(anche non intero, o <  <  2); è la m atrice densità relativa allo strato i.
/  denota la m atrice degli integrali monoelettronici e ( R / l a  m atrice di
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interazione bielettronica di elementi

m
[G^* (R?)]?-s ^-jtu £ru,st Con gru,st ~  aij [fU | St̂ j b^j {tu | ts j ,

t,u

aij c b{j sono delle costanti di accoppiam ento fra gli strati (in generale saranno 
funzione dei coefficienti dp) e gli integrali sono tu tti su orbitali atomici. Suppo­
nendo che la base atom ica sia ortonorm alizzata, le m atrici densità devono 
essere idem potenti e m utuam ente esclusive, precisam ente

RÌ =  R i > R? =  R< » R i R j =  %ij R i , tr  R i =  ni (t , j  == i , • • • ns)y

dove ni rappresenta il num ero degli orbitali con num ero di occupazione v,- 
che form ano lo strato  i .

Operando in questo modo l’intero spazio di dim ensione m  degli orbitali 
(atomici) di base viene ad essere suddiviso in ns varietà (o sottospazi) ciascuna 
di dimensione niy avendo come sostegno gli orbitali ortogonali con num ero 
di occupazione ed essendo individuata dal corrispondente operatore di proie­
zione R^. Anche la varietà degli _ orbitali vuoti (in num ero di nv =  m — 2 « i, 
num ero di occupazione vv =  o) è individuata dall’operatore di proiezione 
R r — lm — 2  R* (con tr  R ' =  nv), che definisce il cosiddetto sottospazio 
com plem entare, essendo R ' R^ =  R* R ' == o (ì =  1 , • • • ns).

Ciascun operatore di proiezione R$ costituisce l’invarian te fondam entale 
della varietà ad esso associata, essendo infatti invarian te  rispetto ad una 
qualsiasi trasform azione unitaria  fra gli orbitali della varietà; di questa stessa 
invarianza godono, naturalm ente, anche l’energia totale (2) e la funzione 
d ’onda che rappresenta il sistema. Pertanto, il problem a che si deve affrontare 
non è tanto  quello di determ inare esplicitam ente gli orbitali di ciascuna va­
rietà, m a piuttosto quello di determ inare una suddivisione dello spazio totale 
in sottospazi m utuam ente ortogonali in modo tale che l’energia risulti sta­
zionaria rispetto a piccole variazioni che mescolano fra loro gli orbitali dei 
vari sottospazi (naturalm ente rispettando i vincoli di ortogonalità).

A pplicando la trasform azione (1) e m inim izzando direttam ente l’espres­
sione che risulta dalla (2) sostituendo in essa le m atrici densità trasform ate 
R i =  UR^ U , la condizione di stazionarietà dell’energia risu lta essere espressa 
dalla

ns ns

(3) S  = 2  >
i=1 i—1

dove hi sono le ham iltoniane efficaci cosi definite

È im m ediato dim ostrare che a partire da queste condizioni si possono ricavare
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le relazioni

(4a)

(4b)

R' hi Rj =  o

Ri ( h i  — h j )  Rj =  o

(i =  i ,•••,«,) 
(i *j,  i J  = i , • ■ - , »,),

e, viceversa, a partire dalle (4) si può ricavare la (3). U sando un linguaggio 
geom etrico possiamo dire che le (4) sono le proiezioni della m atrice (3) sulle 
intersezioni dei vari sottospazi presenti. U na m atrice può essere ind ividuata 
dalla sua espressione, nel nostro caso la (3), oppure dall’insieme delle sue 
proiezioni sui sottospazi e sulla intersezioni dei sottospazi stessi, nel nostro 
caso le (4) (qui esistono solo le proiezioni sulle intersezioni). L a scomposizione 
di una m atrice in tu tte  le sue possibili proiezioni è determ inata in modo 
univoco e la condizione necessaria e sufficiente perchè due m atrici siano 
uguali è che siano uguali tu tte  le loro corrispondenti proiezioni (cioè 
A  =  B R j AR^- =  R^ BR^, i  , j  =  1, • • - , nt +  1: i  e j  com prendono qui 
anche la varietà non occupata). In  definitiva, quindi, si può concludere che 
la (3) è equivalente alle (4).

Nei lavori pubblicati da H irao [2 a , b], nell’am bito della teoria del 
cam po autoconsistente tipo H artree-Fock , si dim ostra che le relazioni (4) 
rappresentano le condizioni variazionali corrette, per le quali è verificata anche 
la condizione di herm itianità dei m oltiplicatori di Lagrange rirs : esse equi­
valgono alle seguenti equazioni del tipo di Fock (nella base degli orbitali 
molecolari: per la definizione degli operatori F , si rim anda ai lavori citati)

Le (4) costituiscono dunque le condizioni necessarie a cui devono soddisfare 
gli orbitali per essere ottim izzati secondo la teoria del campo autoconsistente: 
le (4a) corrispondono alle condizioni variazionali fra la varietà degli orbitali 
virtuali e quelle degli orbitali occupati (una per ciascun strato); le (4b) corri­
spondono alle condizioni variazionali fra le varietà degli orbitali occupati.

D alla (3) m oltiplicando per R -̂, ad esempio, si ha (per sem plicità si 
tralascia di scrivere il soprassegno sulle m atrici densità)

questa relazione rappresenta il caso particolare per Xy =  1 della condizione 
variazionale generale data  da H irao nei lavori citati (e usata  poi nella costru­
zione di una espressione generale dell’operatore di accoppiam ento del campo 
autoconsistente). Essa è anche un caso particolare di una analoga equazione 
variazionale data  da M orikaw a [2c]. Quando la precedente equazione è soddi­
sfa tta  l’energia del sistema risu lta dunque m inim izzata rispetto ai mesco­
lam enti dei tipi definiti sopra fra gli orbitali delle varietà presenti.

S =  1

con la condizione 7)rs =  y)*s .
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Nel caso di un solo strato  la (3) si riduce alla condizione di com m utabilità 
Ri hx =  hx Rp essendo R x idem potente questa equazione equivale alla equa­
zione di R oothan hxT  — T E , con E =  T + hx T, a cui devono soddisfare gli 
orbitali per essere ottim izzati [3].

U n  secondo esempio della teoria generale sopra richiam ata si ha nel 
lavoro di Binkley e Pople [4]. Questi autori prendono in considerazione tre 
sottospazi: quello degli orbitali occupati due volte (varietà D con vd =  2; 
i =  1), quello degli orbitali occupati una volta (varietà S con vs =  i; i  =  2) 
e quello degli orbitali vuoti (varietà E con vE =  o). Le condizioni necessarie 
e sufficienti che essi ricavano nell’am bito della teoria del campo autoconsi­
stente tipo H artree -F ock  sono espresse dalla tre condizioni m atriciali (le 
Fab sono m atrici rettangolari espresse nella base degli orbitali molecolari: 
per i dettagli si rim anda al lavoro citato)

Fde =  o , Fse =  o , FDS ^  o .

Nello schema della teoria della minimizzazione d iretta richiam ata sopra 
queste condizioni, nella base degli orbitali atomici, sono espresse da

R ' hj) R d =  0  , R ' Äs Rs — o , Rd (Äs —  äd) R s =  o ,

che, ovviam ente, risultano coincidere con le precedenti. Per quanto  detto 
sopra queste tre relazioni sono equivalenti alla (3) con =  2.

3. T e o r ia  a  p iù  c o n f ig u r a z io n i

Introducendo l’interazione fra configurazioni <DZ la funzione d ’onda per 
lo stato elettronico .s* del sistema viene espressa come combinazione lineare 
di nt configurazioni

(s) ¥ « = 2 ^ ® , ,  ( , =  I
1=1

con la condizione di ortonorm alizzazione (Y(s) | Y (s )) =  . L ’ottim izza­
zione deve essere eseguita rispetto sia ai coefficienti a\s) dello sviluppo (5) 
che ai coefficienti T „  degli orbitali molecolari form anti le configurazioni CPj.

Nella base degli orbitali atomici l ’energia può essere scritta nella forma
[3, ib]:

(6) Ew =  tr  (P« “ / )  +  J t r  (P<2S)“V )  ,

dove PiS)ao e p |s)ao sono, rispettivam ente, la m atrice densità a una particella 
(o rido tta  del i 0 ordine) e la m atrice densità a due particelle (o rido tta del 
2° ordine). Queste due m atrici hanno una dipendenza del 2° ordine dai 
coefficienti a\ŝ  dello sviluppo (5) e rispettivam ente del 20 e 40 ordine dai coeffi-
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d en ti T rs degli orbitali molecolari; sono legate fra loro dalla relazione

m
P i£ ° =  ( » . - ! )  £

t=  1

dove ne è il num ero degli elettroni del sistema. /  è la m atrice degli integrali 
monoelettronici e g  la iperm atrice degli integrali bielettronici (rs \ tu).

I coefficienti ottim ali a\s) associati all’energia E (s) dello stato j  
(s =  i , • • • ne) si determ inano risolvendo le equazioni secolari

H a a(x) =  E (s) a(s\

dove H “ è la m atrice di elementi H jr =  (0 , | H | ®;<). U na volta fissati 
i valori dei coefficienti a\s) dello stato s, i coefficienti T rs degli orbitali mole­
colari si determ inano m inim izzando direttam ente l’energia (6), con l ’impiego 
di una trasform azione del tipo (i), in base alle condizioni di stazionarietà

(7) V(s)t =  V(s),

dove V  è la m atrice di elementi (om ettendo l’indice di stato s)

t= ì

L a m atrice V  può essere espressa come somma di due prodotti di m atrici 
nel m odo seguente:

V  =  V 1T j + Z T f)

dove le m atrici Vx e Z sono definite in [i b], m a la loro espressione esplicita 
non è qui necessaria: basti dire che Vj rappresenta il contributo m onoelettro­
nico e Z quello bielettronico.

Q uando la (7) è verificata si ottiene allora un valore ottim izzato dell’ener­
gia per lo stato sy che è una approssim azione per eccesso del valore vero.

Nella form ulazione generale della teoria del campo autoconsistente a 
più configurazioni sviluppata da M cW eeny [3] le equazioni a cui devono soddi­
sfare gli orbitali per essere ottim izzati sono espresse dalla

(8) V , +  Z =  T e ‘,

dove s è la m atrice dei m oltiplicatori di Lagrange che deve essere herm itiana. 
Come si vede la connessione con i risultati richiam ati sopra è im m ediata: 
la m atrice V coincide con la m atrice T s T f e la uguaglianza (7) traduce allora 
la condizione di herm itianità dei m oltiplicatori di Lagrange.

Sem pre nell’am bito della teoria del campo autoconsistente tipo H a rtree - 
Fock, nella form ulazione sviluppata da H inze [5] (e nello stesso ordine di 
idee anche da Das e W ahl [6]) le condizioni di ottim izzazione a cui devono

32. — RENDICONTI 1975, Vol. LIX, fase. 5.
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soddisfare gli orbitali A r ( r =  1 , • • •, m)  sono espresse dalle seguenti equazioni 
del tipo di Fock (per la definizione degli operatori Frt si rim anda al rif. [5])

m m
(9) A t ^ìtr \ r  —  I > ' ‘ * ) w)>

t = l  t = 1

che, come si vede, sono m  equazioni accoppiate fra loro. E ciò in corrispon­
denza a ciascuno degli stati elettronici del sistema. Tenuto conto delle defi­
nizioni dei simboli e del fatto che nella (8) la base è costituita dagli orbitali 
atomici m entre nella (9) è costituita da tu tti gli orbitali molecolari (per cui, 
ad esempio, rj =  T s T f), è facile vedere che il sistema di equazioni (9) altro 
non è che la espressione delle com ponenti dell’equazione m atriciale (8). Hinze 
dim ostra che il verificarsi delle condizioni di herm itianità

( 1 0 )  V)sr =  YJrs

dei m oltiplicatori di L agrange costituisce la condizione necessaria e sufficiente 
perché sia soddisfatto il sistema (9).

E im m ediato far vedere che, nella base degli orbitali molecolari, la 
m atrice y) altro non è che la m atrice V della teoria della minimizzazione diretta 
richiam ata sopra: si può pertanto concludere che la condizione di staziona­
rietà (7) esprim ente la condizione di herm itianità della m atrice V è equiva­
lente, nel contesto della teoria del campo autoconsistente tipo H artree-Fock , 
alla soluzione del sistem a di equazioni (9) per la ottim izzazione degli orbitali 
molecolari.

4. Conclusioni

Sulla base di quanto sopra esposto si può concludere che le condizioni 
di stazionarietà che vengono ad essere soddisfatte nell’am bito del procedim ento 
di; m inim izzazione diretta  dell’energia sono del tu tto  equivalenti alle corri­
spondenti equazioni di ottim izzazione nell’am bito della teoria del campo auto- 
consistente tipo H artree-Fock . E  ciò sia in assenza che in presenza di inte­
razione fra configurazioni.
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