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Scienza delPinformazione. —■ SulV equazione delV asso ciatività 
generalizzata. Nota di L u i s a  A r l o t t i , p resen ta ta (#) dal Socio 
D .  G r a f f i .

SUMMARY. «— The solution is pointed out of the generalized associativity equation

9 (A + A > A > 9 (A. A > ui » uè . “3) = 9 (A. A + A » % » 9 (A > A > «2 > «3))
within suitable assumptions of continuity, monotonicity and idempotence.

B. Forte [i] è giunto a u n ’equazione funzionale detta dell’associatività 
generalizzata che traduce analiticam ente l’ipotesi fisica di associatività della 
legge di composizione per l’informazione di esperienza.

Si ponga:
F  (x , y) =  — c log (e~xic +  e~v!c) 

essendo c una costante positiva, #  6 R + , y  6 R + ;

r 2 =  {(* , y)  : X e R+ , y  e R+ , F (x , y)  e R+}

=  {(x , y  , z) : (x , y) e T z , (y , s) e T 2 , (z , x) 6 T2} 

r 4 =  {(x  , y  , u , v) : (x , y)  € r 2 , u e R + , v e R +}.

L ’equazione in  discorso è allora

(al) 9 (L (x\ > x 2) , x 3 , ?  (x i , x2 ì ui > ^2) » ^3) “

=  9 (x± , F  (x2 , # 3) f Ui , (p (x2 , x 3 , u2 , ulj)

(p essendo u n ’applicazione di T4 in R + . La F (x ,y)  è la legge di composizione 
di evento. In  una M em oria in corso di stam pa sugli A nnali dell’U niversità 
di F errara [2] ho studiato l’equazione (al). A nzitutto  ho ammesso 9 continua, 
simmetrica, monotona, idempotente; tu tte  ipotesi fisicamente significative, 
come si può riconoscere dal citato lavoro di B. Forte [ 1 ]. Più esattam ente 
ho ricercato tu tte  le funzioni 9 continue che verificano (al) V (xt , x 2 , xl) € 
€ r 3 y uk e L + (k — 1 > 2 > 3) e che godono inoltre delle proprietà seguenti:

(al) V (x , y  , u , v) e T4 : 9 (x , y  , u  , v) =  9 (y  , x  , v , u)

(a3) V (x , y  , u , v f) € : v"  >  z/ implica 9 (x , y  , u  , v') < 9  (x , y  , u , v")

(a'l) V (x , y  > u y u) € T4 : (x , y  , u , u) — u.

(*) Nella seduta del 15 novembre 1975.
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In  queste ipotesi ho ottenuto che per ogni 9 siffatta si verifica quanto 
segue:

Esistono due num eri reali non negativi Xx , X2 con Xx <  X2 (può anche 
essere X2 =  + 0 0 )  e due famiglie num erabili di intervalli aperti disgiunti 
]<Zi , bj[ (i € N) e ]cj , dj[ (J e N) (una famiglia almeno può anche essere vuota) 
in modo che, posto:

A ' =  {(u , v) : Sup (u , v) e [o , X,] —  U ]at , <$4[}
ieì$

A "  =  {(u , v) : In f (u , v) € [X2 , +  oo[ —  U \cj , dj[}

risulta V (x , y  , u , v) € T4 :

9 (x , y  , u , v) =  Sup (u , v) se e solo se (u , 'v) € A '  

(x , y  jU t v) =  In f  (u , v) se e solo se (u ,v) e A".

Inoltre per ogni intervallo ]aj , £*[ esiste una funzione f i  : [o , -> R  conti­
nua, tale che f i |[0>at.] è costante, f i l ^ ^ i  è crescente con lim f i (u) =  - f  oo

u->bï
in modo che V (x , y  , u , v) € T4 con In f (« , z/) e [o , , Sup (u , v) e
€ IAì , [ risulta

<p(x , y  , u  ,v) = f i
e~xlc +  e~vlc

f i  1 essendo l’inversa di f i l ial i -
A nalogam ente per ogni intervallo ]cj , d^[ esiste una funzione 

gj  : ]cj , +  o o [ -> R  continua tale che gj\wj,+oo[ è costante, gj\]Cj,dß è crescente 
con lim gj (u) =  —  oo in modo che V (x , , u , z/) e T4 con In f (u ,v)  e

- /
e ]r,-, d,] , Sup ( u  , v )  £  \ c j  , +  oo[ risulta

<p (*  , . y , «  , w) =  g} 1
e-x/eg. («) 4- e-vlogÀv)

„-vie + -Vìe

gj  1 essendo l’inversa di .
È  poi se Xx =  X2 — X : cy (x , y  , u  ,v) =  V i  (x , y  , u  ,v)  tale che 

In f ( u  , v )  e [o , X] , Sup ( u  , z/) e [X , -f- o o [.

Infine se risulta Xx <  X2 esiste una funzione/ :  R  -> R  continua tale che 
/lio.Xi] e/ |[x 2,+cx)[ sono costanti, f\[x1}x2] è crescente, in modo che V ( x , y , u  , v) e 
€ r 4 con In f (u ,v) e [o , X2], Sup (& , z/) € [Xx , +  ° ° [  risulta

( 0 9 (a:, y  , u  ,v) = f  1
e~x/cf(u)  +  e~yfcf{v)  

e~xle +  e~v,c

f  1 essendo l’inversa di [x1,x2j -
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Si può osservare che se l’ipotesi (a3) di m onotonia viene sostituita dal- 
l’ipotesi

0%) V {oc , y  , u  , v') e r 4 : v"  >  v' implica 9 (pc , y  , u , vf) <  9 (x , y  , u , v")

di stretta  m onotonia allora dalla dim ostrazione del teorem a enunciato si rico­
nosce facilm ente 1’esistenza di una funzione / : R - > R  continua, s tretta­
mente m onotona tale che in tu tto  T4 sussiste la (1). Q uest’ultim o risultato era 
già noto, perchè ottenuto dall’A utore in un precedente lavoro [3].
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