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Scienza dell’informazione. — Swu/l’equazione dell’associativita

generalizzata. Nota di Luisa ARrrLorTi, presentata @ dal Socio
D. GRAFFI.

SUMMARY. — The solution is pointed out of the generalized associativity equation
@ (Prt Do B30 (Prs Pos iy, thy) s t43) = @ By, ot D3y 4y, @ (Bos By s g, U3))

within suitable assumptions of continuity, monotonicity and idempotence.

B. Forte [1] & giunto a un’equazione funzionale detta dell’associativita
generalizzata che traduce analiticamente l'ipotesi fisica di associativita della
legge di composizione per l'informazione di esperienza.

Si ponga:

F(x,y) =—clog (7™ + 7Y%

essendo ¢ una costante positiva, x € R* ,y € R*;
Io={(x,y»):x€RY,yeR" [F(x,y) eR"}
Ps={(x,y,2):(x,») e, (y,2) €y, (2,x) €y}
Ty={(x,y,u,v):(x,y) €y, u e RT ;o e R}

L’equazione in discorso & allora

(@) @ (F (21, %0) , x5, @ (31, %o, 24y, ) , Ug) =

=@, F(xa,x3), 0, 0,25, ¢4, t43))

@ essendo un’applicazione di I'y in R*. La F (x, ») & la legge di composizione
di evento. In una Memoria in corso di stampa sugli Annali dell'Universita
di Ferrara [2] ho studiato I’equazione (a;). Anzitutto ho ammesso ¢ continua,
simmetrica, monotona, idempotente; tutte ipotesi fisicamente significative,
come si puod riconoscere dal citato lavoro di B. Forte [1]. Pili esattamente
ho ricercato tutte le funzioni ¢ continue che verificano (@) V (%, %, , x3) €
€l;,u,€R" (=1,2,3) e che godono inoltre delle proprietd seguenti:

(42) V(x’y’u!ﬂ)el-“l:q_’(xry’uyv)=?(yyx>z’yu)
(@) V(x,y,u,v)el:v" >7 implica o(x,y,u,v) <o(x,y,n,v")

(ay) Vi, vy, u,u)€elyio(x,y,u,n) =u

(*) Nella seduta del 15 novembre 1975.
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In queste ipotesi ho ottenuto che per ogni ¢ siffatta si verifica quanto
segue:

Esistono due numeri reali non negativi 2,4, con A; <2, (pud anche
essere Ay = 4 co) e due famiglie numerabili di intervalli aperti disgiunti
Jai, b;[ ( €N) e ]¢;, ;[ ( € N) (una famiglia almeno pud anche essere vuota)
in modo che, posto:

A’ = {(, ) Sup (%) € [0, 1] — Y Jai, 64D}
A" = {Gu, ) Inf (u, ) € D, + o[ — Y 1oy, 44T}
risulta V (x,y,%,v) € y:
o(*x,y,u,v) =Sup (»,v)seesolose (x,v) €A’
o (x,y,u,v)=Inf(u,v)seesolose (x,v) € A"

Inoltre per ogni intervallo ]a;, &;[ esiste una funzione f;: [0, 4;[ = R conti-
nua, tale che filj,q € costante, fila; s € crescente con lim f; (x) = + oo
u—>b7

in modo che V(x,y,u,v)€ly con Inf(u,v)€[o, s, Sup (x,v)€
€ [a;, b; [ risulta

] (x VY%, Z!) :f1,—1< eax/”f;(u) + "_y/cf;'(v) )

e—x/c + e—y/c

—1 . .
fi~ essendo l'inversa di filia,1-

Analogamente per ogni intervallo J¢;, d;[ esiste una funzione
gi:lej, + oo[ = R continua tale che &illgj,+oo € costante, gjli;;,a; € crescente
con lim g;(#) =-—ocoin modoche V(x,y,u,v)€ly con Inf (u,v)€

uU—>c,
J

€]ej, d;] ,'Sup (%, v) € ]¢; , 4 oo[ risulta

—1

q;(x,y,u,v):gj (

e—le g; (u) + e—vle g;(v)
e—zlc + e—y/c

g7' essendo linversa di &illeja -

E poi se M=Mh=Aox,y,u,v) =AY (x,y,un,v) tale che
Inf (u,v) € [0,A], Sup (%, ) € [n, 4 oof.

Infine se risulta A; < A, esiste una funzione f: R — R continua tale che

Sliogd € ling, +oof SONO costanti, f|p, 2,1 € crescente, in modo che V (x, ¥, % ,2) €
€'y con Inf (x,v) € [0, %], Sup (%, v) € [A,, + oof risulta

e——x/c + e~ vie

(1) o(x,y,u,v)=f _1< ) + e f) )

/7! essendo I'inversa di‘f\[;\l,w.
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Si pud osservare che se l'ipotesi (@3) di monotonia viene sostituita dal-
I'ipotesi

(a;) Vix,y,u,v)el 0" > v' implica @ (x , 5, %, ') <ox,y,u,v"

di stretta monotonia allora dalla dimostrazione del teorema enunciato si rico-
nosce facilmente l'esistenza di una funzione f:R — R continua, stretta-
mente monotona tale che in tutto I'y sussiste la (1). Quest’ultimo risultato era
gia noto, perche ottenuto dall’Autore in un precedente lavoro [3]-
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