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Analisi matematica. — Sopra wun teorema d’intercambio. Nota
di Susana ELeEna TRIONE, presentata ™ da Socio B. SEGRE.

SUMMARY. — Leta,BeC,a+B=n-42k,0a #n+ 2h,B#n+2k,h=0,1, --.
We prove under these conditions, the formula of interchange of the Fourier transformation
of convolution of Pf(Hy (P 4 70, 7) * Hg (P + 70, #)) into the product of their Fourier
transforms:

{Pf (Hq (P & i0, ) % Hp (P + 0, m))}* = {(Hy (P & io, n)}* - {(Hg (P + io, m)>

(see, for the definitions of these notations, formulae (1), (1’) and Theorem).
As an immediate consequence of formula (2) we obtain

{(Bf (P 4 do, n¥* % (P £ o, ) = (Pt do, mED . ((PL io, m)inA,

where 2 + s =—un + 24, t £ 24, s+~ 24k, A=0,1,2,:--.

It may be observed that, in the particular case p = 7,¢ = o, the distributions
Hy (P + 70, #) turn out to be the elliptic M. Riesz kernel of which they are ¢ causal”
(*“anticausal ) analogues; and from formula (18)), we arrive at {Bf (rt« o)} = e 3,
which is valid for £ 4+ s = —n + 24, £ £ 24, sSH#E2h h=o0,1, .

The last formula is an extension of formula (VII, 8; 8), p. 271, obtained by
L. Schwartz (cf. [6]).

1. Consideriamo le distribuzioni

. P ; 0)3(—n)
® Ho (P io, ) = F 00
dove

def
P=P@ =x+a+  +2p— gy — - — 2y,
ptg=n, 0€C, x=(x,%, ,1)ER", un>2.

Abbiamo inoltre posto
e 2°=r(_‘"_)
2

/20 (7 —o )
2

() Kn(x,9) =

(P40 =lim{PLic|x[D® c>o,
£e—>0
ove

lx P =af+ 2+ - 442,

€ (z— a)/2 & un intero positivo.
Le distribuzioni H, sono un analogo «causale» (« anticausale») del nucleo
ellittico di Marcel Riesz (cfr. [1], p. 16).

(*) Nella seduta del 15 novembre 1975.
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Scopo di questa Nota & la dimostrazione del seguente

TEOREMA. /[potesi: o,B€C, a4+ B =n+ 2k oa# n+ 24 B#n-+ 24,
h=o0,1,--.

Test:
(2) {Pf (Hqy » He)}" = {H}" {Hg}".

Col simbolo * denotiamo, come di consueto, la convoluzione, con A la
trasformata di Fourier:

FE = f I () de

R"
(quando f ¢ una funzione), e Pf Hj & la parte finita di Hj, (formula (8)).

Dimeostrazione. Supponiamb dapprima che
3) e=a+24 , P=n—a.
Dimostreremo la formula (2) per il caso particolare (3), ossia
@ {Bf (Hason * Hya)}' = {(Hugand® {(H,}".

Calcoleremo la convoluzione Hyo, * H,_. Dalla formula (cfr. [5]); formula
(11, 7; 1I))

<5> Ha * HB = HG+B

valida per oghi «,B,« 4 P differenti da »# 4 27, » =0, 1,---, otteniamo
i(nlz)qi T(—4) (P PRV

<6> Ha+2h * Hn_a = Hn+2h — ¢ ( ) ( + ZO) .

Hn/2 27L+2h T (” _'—22}1)

Osserviamo che, a cagione della I' che appare nel denominatore di (1), H,
ha poli semplici nei punti ¢ = 7+ 2%, % intero > o.

Sviluppiamo H, in serie di Laurent nell’intorno del punto « = 7 -+ 24,
h=o0 A GERTR

A

. — 1 b v,
7 Ha(P;lzzo,n)=m+Ao—|—\§1Av(a~—n——2/z),

e poniamo, come di consueto,

def . d
(8) Pf Hypon = Ao =a —E;Tmz‘? {(a—n - 2 /1) Ho}.
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Tenendo presente la formula (7), p. 144 (3), si ha

©) A, = o0 TP (P o)t
9 - TI/2) yn+2h+1

prs et
\ {1“(%}1)1‘ e } 7
( p)PFL g 2 ‘

2 "+ T (4 4 1) T (”*’22;‘)

(P4 70)" log (P = z'o)%s .

Applicando ai due membri della (9) la trasformazione di Fourier, dobbiamo
calcolare le trasformate di Fourier di (P4 70)" e di (P4 70)" log (P4 70).
Se si tiene conto della formula (I, 1; 15) (cfr. [5] o formule (3), (3),
p. 284, [3], si ricava
oF (23 L2t /2 o (h + )
(IO> {<Pj: i0>n}A = T (—%) (Q + ZO) ~hede

dove abbiamo posto
Q= Q(J/) y1+3/2+ - — 3'12:+1—""_J’12:+q'

La trasformata di Fourier di (P4 70)" log (P 4 Z0) appare nella formula (1,7),
p. 252 [4]. Risulta

(11) {(P+ 70) log (P+ s0)}*=

( + h) T'(2+1) (n+2h>
T I et F (R P (QF o)

+n (5 +4)

+1) »
v (5 +4)
S 272k FAR G - /) (b

. ; ’“‘).
( I‘(%-l—/z)h! {QF 0)}8

+(—1 2log2+F(Z

Sostituendo (10) in (11), concludiamo che
(12) {(P+40)" log (P + i0)}"=

7
T (7 +h) T (% + 1) (— )it s

= I—(w/2) ,—n—2h PfQF: )
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, (2124
e §zlogz+ o ((+; §
S2n+2hnnl-a(”_'t2_/l ’ |

2 ) 2 ‘o)~ 3 (n+2k)
? TR T (%) eFURa (Q F 7o) .

Finalmente, dopo calcoli lunghi ma elementari, che omettiamo, si giunge a
(n+2h)

(13) {A}" = Bf (Haym *H,)}* = Pf (Q F 70)

Il calcolo della Pf(Q F 70)~#®*™ i trova nella (1.7) [4]
Draltra parte (cfr. [5], formula (II, 7; 3), p. 34), sappiamo che

(14) {Hayan}" = (Q F 7o) 7H+™),

e

(15) (Hog*= Qi) (7).
Ricordiamo la formula (11, 4; 2), p. 29 [3],

(16) QF o) (Q Fio)=(Q Fro)*™,

che & valida per A, u complessi tali che A, u,A + @ non siano della forma
— (n]2) — &, con % intero > o.

Ci conviene osservare che (Q F z'o)" sono distribuzioni olomorfe di A,
salvo nei punti A =—(#/2)—#»,r=0,1,---, ove queste distribuzioni
hanno poli semplici.

Daremo un senso al prodotto (Q:F io)*- (Q F 70)*, quando A, #—
—(n[2) —7, ex\+ pu=—(n[2) —r,r=0, 1, ---, calcolando Pf(Q F 70)" nel
punto = — (#/2) —7», r=0,1,---. In tal caso la formula (16) si scrive

@Q F i0)*- (Q F i0)*= Pf(Q F io)*,
huE— ) =, Ak e=— () —7, r=o0,1,
Da questo segue
{(Hapan}* {H, o} = (Q F i0)~ 1+ (QTF 70)~¥m+ W _ pr(Q F i) Hr+m,

Le formule (13) e (17) mostrano che la (4) & effettivamente valida. Il caso
piti generale segue subito dalla (4), per « = 24 = a e #— o = B, vale a dire

{Bf (Ho * Ho}"= {H}" {Hg}",

cid che prova il Teorema.
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2. La formula (3) permette di ricavare la
(18)  {BF(PFio)¥ » (PFio)f)} = ({Prio}f}" {{PFiof}",

che vale per t+s=—n-+2k, t #24 s # 24, h=o0,1,---. Nel caso
particolare ¢ = 0, p = #, la (1) prende la forma

g . def Fn
(19) Ha(|x|>”>=R¢(x:”>=m’
ove
2T (%)
=t Dn(oz)=—r(n—_ﬁ‘)-—-
2

La (19) &, precisamente, la definizione del nucleo ellittico di M. Riesz.
Pertanto, dalla (2) si ha

(20) {f (Ra *Re)}" = {Ra}"- {Re}".

Dalla (20) scende anche, immediatamente, la relazione

(21) {Bf @t} = 3 3,

valida per ¢ +s=—mn+ 2k, #2h,s # 2k, h=0,1, - .

Notiamo finalmente che la equazione (21) generalizza la formula(V1I, §; 9),
p- 271, [6] di L. Schwartz:

{Bfrr x Bty = {Bfr}" (B},

valida per Re p < — (#/2), Reg < — (n]2).
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