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Analisi matematica. — Sopra un teorema d'intercambio. Nota 
di S u s a n a  E l e n a  T r i o n e , presentata ^  da Socio B. S e g r e .

SUMMARY. — Let a , ße C , a + ß =  n -f- 2h , a. n 2 h , $ n -j- 2 h , h =  o , i,> • -. 
We prove under these conditions, the formula of interchange of the Fourier transformation 
of convolution of P/(H « (P ±  i o , n) * Hß (P ±  io  , n)) into the product of their Fourier 
tränsforms:

{P /(H a (P ±  i o  , ri) * Hp (P ±  i o  , n))}A =  {Ha fP ±  io  , n)}A -{Hß (P ±  io  , n)}A

(see, for the definitions of these notations, formulae (i), (i') and Theorem).
As an immediate consequence of formula (2) we obtain

{P /((P  ±  i o  , n)i' * (P ±  i o  , «)is)}A =  {(P ±  i o  , n)itìA - {(P± io  , «)£S}A,

where t  s — —■ n 2 h, t  -=̂  2 h, s ^  2h, h =  o , 1 ,2  , • • • .
It may be observed that, in the particular case ft — n , q =  o, the distributions 

Ha (P ±  i o ,  n) turn out to be the elliptic M. Riesz kernel of which they are “ causal ” 
(“ anticausal”) analogues; and from formula (18)), we arrive at {Ff  {r* * rs)}A =  {^}A {^}A, 
which is valid f o r t - { - s  =  — n +  2h, t ^ 2 h ,  s ^ 2 h ,  h =  0 , 1 , . . . .

The last formula is an extension of formula (VII, 8; 8), p. 271, obtained by 
L. Schwartz (cf. [6]).

I. Consideriamo le distribuzioni

co

dove

Ha (P zb t o , ri) (P ±
Kn (a , q)

def
P =  P ( x ) = x l  +  xt  + . . .  +  4 - X *V •t'P+l ' t'P+q )

P + q  =  n , a e c  , X =  ( x , , x 2 ,■■■, xn) e  R”, n > 2  . 

Abbiamo inoltre posto

" ( t )(■')

ove

IP'2 2(
K n (a , q) =

, def
(P ±  i o f  =  lim {P ± i z \ x  |2}a, s >  o ,

! * f  ==  b 4  ,

e (n — a)/2 è un intero positivo.
Le distribuzioni H a sono un analogo «causale» («anticausale») del nucleo 

ellittico di Marcel Riesz (cfr. [i], p. 16).

(*) Nella seduta del 15 novembre 1975.
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Scopo di questa Nota è la dimostrazione del seguente

TEOREMA. Ipotesi: a , ß € C, oc +  ß =  ^ +  2Ä, oc ^  n-\- 2h\ ß /  ^ -f 2h, 
h =  o ,  i ,• • • .

Tesi'.

(2). {P /(H a * H 0)}A= { H a}A{H3}A.

Col simbolo * denotiamo, come di consueto, la convoluzione, con A la 
trasformata di Fourier:

f  ( x ?  f ( x ) d x
Rn

(quando /  è una funzione), e V f Hx è la parte finita di Hx (formula (8)).

Dimostrazione. Supponiamo dapprima che

(3) oc =  oc +  2 h , ß =  n — a .

Dimostreremo la formula (2) per il caso particolare (3), ossia

(4) {P/ (H«+2ä * H ra_œ)}A =  {Ha+2A}A {H„.a}A.

Calcoleremo la convoluzione Ha+2Ä* H n_a . Dalla formula (cfr. [5]); formula
(II , 7; II))

(5) Ha * Hß =  Ha+ß

valida per ogni oc , ß , a +  ß differenti da n +  2r, r =  o , 1 , • • •, otteniamo

ir-h)  {V ±  io)h
(6) Î -a+2Ä * H«-a — H n+2h jjn/2 2n+2Ä p  ̂ -f- 'ih I

Osserviamo che, a cagione della T che appare nel denominatore di (1'), Ha 
ha poli semplici nei punti a =  n +  2 A, h intero >  o.

Sviluppiamo H a in serie di L,aurent nell’intorno del punto * =  n + 2 h, 
h =  o , i ,• • • :

A °°
(7) Ha (P ±  i o , n) =  ^ - 2x" +  Ao + 2  Av (a — n —  2k)v;

e poniamo, come di consueto,

p /  H„+2ä =  A0 =  lim —  {(a — n — 2 Jì) Ha}.
-i- Oh(8)
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Tenendo presente la formula (7), p. 144 (3), si ha

(9) A0 — (—  \)h e±(-m ) ì i  ( P ±  i o f

r

jj{n/2) 2̂ +2Ä+l

: lo g 2T  (A +  I) r  +  +  T'\h +  I) r  [ - \ 2 h ) +  r t k +  i) r '  (— 2— )

( r ( Ä +  I ) r ( ^ - l i ) j i

( _  i)A+! 2 e ^ ni2W

+

+
jp/2 2n+zh r  (a +  i) r

( P ±  2 0 )"k> g(P ± *o)!

Applicando ai due membri della (9) la trasformazione di Fourier, dobbiamo 
calcolare le trasformate di Fourier di (P ± z ’o)Ä e di (P ±  i o f  log (P ±  io).

Se si tiene conto della formula (I, 1; 15) (cfr. [5] o formule (3), (3'), 
p. 284, [3], si ricava

F̂(n/2fci 22h+n r ^  + J^_j

(io) { ( P ± i o f } A =  

dove abbiamo posto

T ir-h ) (Q =F *o> -ìi—\n

def
Q =  Q O') = y i  +  y i  +  • • - + y ; - y i n ----------y l+q ■

La trasformata di Fourier di ( P ±  i o f  log ( P ±  io) appare nella formula (1,7), 
p. 252 [4]. Risulta

( l i ) { (P ±  i o f  log ( P ±  *o)}A

r ( A  +  Ajr(A +  i)
ir-(« /2) 2 --n —2A gT (n/2)3i (__j^A+X

+  ( - 0 2 lo g  2 +  -L- g  ^  r ( Ä  +  i)  ^

1 2-n-2h e=f(Ul2)qijj-(n/2) (__

/n+2A\
P/(Q T < o) ' ■ 1+

r ( ~  + *)

h\
{(Q =F i o ) ì 1 .

i

Sostituendo (io) in (11), concludiamo che 

( 12) {(P ±  i  o f  log (P ±  i o)}A

v ( ^ + h } T { h + i ) { - i )sA-j-1

n -(«/2) 2 - n - 2A p/ ( Q t  +
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+  ( - 0 | 2 l 0 g 2 + ™ + i i  +

p ( nJr 2 h \
--------- ----\----1----L (O x  io )~ iln+ah)-JJnl2 r  (■—  h) i W  i -  )

Finalmente, dopo calcoli lunghi ma elementari, che omettiamo, si giunge a

fn+2h\
(13) {Ao}a =  P /(H a+2A*H„_a)}A=  P / ( Q t  ,0 ) l * )•

Il calcolo della P / ( Q t  i o ) ' if,+ffl) si trova nella (1.7) [4].
D ’altra parte (cfr. [5], formula (II, 7; 3), p. 34), sappiamo che

0 4 ) {Ha+2A}A=  (Q t  /o )-» (“+*>,
e

(J5) {H,-«}A=  (Q T *o)‘ ^ '

Ricordiamo la formula (II, 4; 2), p. 29 [5],

(16) (Q T i o f  • (Q T i o f =  (Q T * o)x+t\

che è valida per X , p complessi tali che X , p , X +  p non siano della forma 
— (nj2) — k, con k intero >  o.

Ci conviene osservare che (Q i o f  sono distribuzioni olomorfe di X, 
salvo nei punti X =  — (?z/2) — r  , r  =  o , 1 , • • •, ove queste distribuzioni 
hanno poli semplici.

Daremo un senso al prodotto (Q T i o f -  (Q 4: i o f ,  quando X, p #  — 
(nl2) r, e X+ p =  — (njz) — r , r =  o, 1, • • -, calcolando Pf  (Q T i o f  nel 

putito = — (»/2)—- r, r = o ,  1 ,••• . In tal caso la formula (16) si scrive

(Q =F i o f  - (Q T i o f =  P/(Q T i o f +lJ-,

— (n/2) — r  , X +  P =  — (n/2)— r ,  r  =  o , i , - - - .

Da questo segue

{Ha+2A}A {Hn_a}A=  (Q =F . (Q =F z o y * n+2h)=  Ff  (Q T  *o)-*(n+2Ä).

Le formule (13) e (17) mostrano che la (4) è effettivamente valida. Il caso' 
più generale segue subito dalla (4), p e r « = 2 A  =  « e # — oc =  ß, vale a dire

{P /(H a * H ß}A=  {Ha}A (H ß}A,

ciò che prova il Teorema.
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2. La formula (3) permette di ricavare la 

(18) { P /((P T /o )ä< * (P T 7o)*s)}A=  {{P±*o}*‘}A. {{PT ,o}is}A,

che vale per t +  j  =  — n +  ih , t #  2 h, s =£ 2/1, h =  o , 1 , • • • . Nel caso 
particolare ç =  o , p  =  n , la  (1) prende la forma

0 9 ) Ha (I x  I2, n) = ' R u ( x , n )  =  ,

ove

nn/2 2a r
— x i +  x \ +  • • • +  %n 1 (oc) =  , _

r ( ^ T

La (19) è, precisamente, la definizione del nucleo ellittico di M. Riesz. 
Pertanto, dalla (2) si ha

(2°) {P/ (Ra * Rß)}A=  {R«}a • {Rß}A.

Dalla (20) scende anche, immediatamente, la relazione 

(21) {Ff ( r ‘ *r>)}A= {r t}A {r°}A,

valida per /  +  j  =  — n Jr 2 h , t ^ 2 h , s ^ 2 h , h  =  o , \ , - - - .
Notiamo finalmente che la equazione (21) generalizza la formula(VII, 8; 9), 

p. 271, [6] di L. Schwartz:

{F'fr* * P/r*}A=  {P/r*>}A {P/^}A,

valida per Re^> <  — (ni2), Req  < —  («/2).
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