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Algebra. — Sopra wuna classe di quasicorpi distributivi di ordi-
ne finito . Nota di GiampaorLo MENICHETTI, presentata 9 dal
Corrisp. G. Zappa.

SUMMARY. — This paper contains the following results on semifields of order
g, g =%, m>2:4q)itis found a class of semifields which generalizes that of R.
Sandler [2]; 4) it is showed a process which is used for deriving, from any semifield belonging
to the class in &), a different semifield with the same order.

I. Prefissati un campo di Galois K = GF (¢) = GF (»") ed un intero
m = 2, siano K, = GF (¢™) il campo di rango 7 su K e t l'automorfismo,
di K, che porta x in x1 = 2.

Z, indica I'anello degli interi modulo 7 in cui & fissato 'ordinamento
0,1,2,--+,7m—1I. Nel seguito si considerano (# ,)-matrici ad elementi
in Ky, le cui righe e colonne si suppongono ordinatamente contrassegnate
mediante indici appartenenti a Z,,.

Qualunque siano 7 € Z,, e £ € K, & definita la (7 , 7)-matrice diagonale

o,s=7
Di('é>=(drs>’ dys = I,S=7‘=‘=Z',
ks =r=1¢
di cui rileviamo le seguenti ovvie proprieta:

(D) Di(4) D; (k) = Di (k1 k), D;(1) = I,

essendo I, la matrice unitaria di ordine 7.
In funzione delle D; (£) si definiscono la matrice scalare

m—1
) | s =1LD:
e la matrice diagonale

3) D@zﬁm@m (0 = Idg, ).

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivith del « Gruppo nazionale per le strutture
algebriche e geometriche ¢ loro applicazioni» del C.N.R. (Sezione n. 4).
(**) Nella seduta del 15 novembre 1975.
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Posto

si dimostra facilmente che
o I,

I

@ T =

] v €Zy=2Zp— {0}  (T®=T°=1,).

m—j o

~

E immediata anche la dimostrazione delle seguenti identita

(5) D;(AT=TD;, (&), i €Zp,.
Da (5) segue

(6) D# T =TD (47).

Infatti (cfr. (3))

D®T = ﬁi D; (47") T =Dg (k) Dy (47) - - -Dypy (47" 2) TD, 5 (™) =+ - - =

—_ TDm—l (’é) DO <é7) tee Dm—3 (k‘fm_z) Dm—2 (,é’rm_]') S
= TDO (,é'r) D1 ((,é»;) 1,-) Ce Dm__2 ((é,r) Tm—z) ])m_1 (('é’f) Tm—l).

Per induzione su j si prova che

m—1 X m—1 . . '
@) [T 10—,[1’ D; (k)] =TV IOL' Di(& k- kivj) » 1€Zy,7€Zy

qualunque siano £; € K,,.
Infatti la (7) vale chiaramente per j = 1; inoltre, supponendo che sia vera
per 'esponente j — 1, si trova (cfr. anche (3))

m—1 R m=1 . m—1 m—1
[T ].;.[1' D; (£)PT I;L' D; (4;) = T2 l;[i Di(4ikiga- - kije) T IZL' D; (&) =
m—1 m—1
=T’ l:L' Dy (Biipr- -~ foiyjs) ].:.[i D; (4;)

da cui, tenendo conto di (1), segue la tesi.
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Prefissati 4; € K,, = Kp—A{o},i=o0,1,---,m—1, si definiscono le
matrici
' m—1 . j—1 .
(8> Fj—__[Tl;[iDi<ki)]]S—l(];Ir'ér)’ ]:I)Zy"':m—ly

le quali, essendo
) Jj=1 =i m—1 =1
S (IOIr k) =S (I;Ir &y ) = ]_;Ii D; (]_;_[r &y )
(cfr. (2)), si possono esprimere nella forma (cfr. (1) e (7))

m—1 _ _ _
By =T TL s (b bisn - Aury) Dy (b A0 ) =

m—1
= T4 Do (I) ].:_[i (ko_l 'éfl e 'éj_—11 'éi ki+1 e 'éi+j-1>
ovvero, pOStO
(9) Ciyy = 'é(;l 'él_1 Tt ’é]—-}l 'éi ki+l e 'é'i+j—1 ) z ’j € Z;n ’

nella seguente

m—1
<IO) szT]HiDi<£ji>7 J=1,2,- m—1,
1
In funzione delle 7 variabili x; € K,,,7 =0,1,---,m — 1, si definisce

infine la matrice
m—1
(11) F(xo,x1,~--,xm—1)=D(xo)+IEijD(x;)

la quale evidentemente dipende tramite le F;, anche dai parametri 4;.

PROPOSIZIONE 1. Qualungue siano x; € K,,, é det F (o, 250y Xppy) =
=detF (xo7, 27, -, %py 7).

m—1 _
Dimostrazione. Posto T T]; D; (&) = F ed osservando che le matrici scalari
o :

S commutano nel prodotto con qualunque matrice, si trova (cfr. anche (8)).
- — j—1 _ _. j—1
*) Fi'F,Fy =S (k) F1F S ([T, ) TS () = B S([1, 4) = F,.
0 0o

In virth della (6) e della commutativitd del prodotto di matrici diagonali
(cfr. ancora (8))

(** F'D @) F =S (&) ["iI D; (k)] T-D () T ’ﬁ D, () S (k) =

=S (ko) [ﬁi D; (£)]7 D (x; T)”ijf,: D; (£:) S7 (k9) = D (x; 7).
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Da (*) e (**) segue

F;1F<x0)xl:"',xm—l)F1=F;1D<xO)F1+

m—1
+ ;,. Fi'F;Fy F7'D () F, = D (x5 7) +

m—1

ZijD<ij)=F(xo‘f,x1’r>"‘,xm—1’f>

1

e, quindi, la tesi.
Tenendo conto di (4) e (10), si trova

I
o Fj . ’
Fj = B ) J € Z’m )
Fm—j (6]
dove con zero sono indicati due blocchi di elementi tutti nulli e
x]' (0] (o]
F' O L']] (x] T) (o]
m—j
O (0] Ciom—j—1 (xj Tm—j_l)
Cjm—j (xj ) o o
j+1
F o ¢j,m—g1 (%5 T o
;=
fo) fe) P ("j,m—l (xj Tm-l)_

Di qui si determina l’espressione esplicita della matrice (11
q P P

Xo tm1 Fma T) v C1me (2 TY)
%1 Xo T e Cam—1 (g 770
(1) F=|"™ 11 (% 7) e €3,m— (%3 T
Imz  m-sy (TmsT) - cm-tm1 (Fm-1 T
_Fm-1 Cm-2,1 (Fm—2 T) T Xo Tm.l__

Lo sviluppo del det F & pertanto (cfr. anche (9)) la somma di termini
della forma

n Nppp— O (o} Gy —
kgo VR bl 2eF e b

dove 7, sono degli interi e 6; 0 & zero oppure indica una somma ¢"* +¢"2+- - - +¢"*
di potenze (distinte) di ¢ ad esponente 7; in Z,,
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~In virtt della Proposizione 1 lo sviluppo di det F torna in s¢ mutando
x;inx;7,i=o0,1,--+,m—1 (e quindi, in generale, mutando x; in x; 77,
7 €Z,), onde se

RO Rt - Bt a0 ATt - gt = A0 B - Bt
¢ un elemento di tale sviluppo, allora lo sono anche
n n n 3 .
'éo él et 'ém—l (xT")\, 7] € Zm .

Poiché, qualunque sia x € K,,, la somma degli elementi distinti dell’in-

sieme {x,xt, .-, 2™} appartiene a K, dalle osservazioni precedenti
segue il

COROLLARIO 1. Qualungue siano k; € Ky = K, — {o},2=0,1, -, m—1,
lo sviluppo di det ¥ (xg, %y, -+, %) ¢ la somma di elementi della forma

o zn1 Pm—1
ko® Byt - Rt fnon1,~~~,nm._1 (%o, %1, *+* , Xp)

dove n; sono degli interi ed fop,,... n,,_, una funzione polinomiale a valori in K.

Una matrice F (xg, %y, -, 2y) si ditd non singolare se det F =
=0&X) =2 = =%y, =0. Nel § successivo dimostreremo che ad
ogni matrice F che soddisfa tale condizione, & associato un quasicorpo
distributivo; per questa ragione andremo ora ad esaminare due casi in cui
appunto F ¢ non singolare.

Se fissiamo Ay =1,k =hy=-- - =hyo=1F ky,=krt (b, F €K, =
= K,,— {o}), allora (cfr. (9))

kit <m
(12) ci=\kk i +j=m

B id+j>m

e quindi (cfr. (11)")

Ko b (G ) BE (a7 e BE (2 )
% %o T B (g 7)o H (1 1Y)
(13) F=1|,4, £(x, 7) Ko e R (kg ™Y
Tm1 £ (Xps T) & (X3 %) Zo Tt

Supposto 2 =1¢; + 5 £, ,5 €K, si trova che il determinante di (13)
¢ un polinomio del tipo

" detF =fo (%o, %pa) + AR f1 (Xo, ) Xma) +
_I_ s + 'é'é’m-lfm—l (xo P )xm—l) )
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dove, qualunque siano x; €K,,, & f; (%o, , %py) €K, j=0,1, -+, m—1
(cfr. Corollario 1).
Sviluppando infatti i determinanti per gli elementi della prima riga,

Kot RE (T T e kA ()
e Y ~1
det F =z, det| 7 o™ # (e 70
ZmaT k(Fpg T xy T

=xg(@er)det] oo + AR ] ==

= x;+q+...+q”‘—1 + &' f (xo vty Xmey) o AR " fm (xo Uy X))

. . . . m—1
Di qui, in particolare, £, (o, -, xm_l) = ggTet T
Qualunque sia z, inoltre

m—1
(t+2 t) i—1 %gr
(”) fl(ov"'7O)xi!xi+1:""xm—l):(_ I>z Yom = ein v x;

In effetti si trova che

detF(oy"':oyxi:x'Hl"”

= B {(— ) i O

Supponendo £ e £ fissati in modo che 1, A4, ,é,é'z,'--,,ék’l_m siano
linearmente indipendenti rispetto a K ed ¢ =<0, in virta di ()e ' e

detF =oesfy=fi= - =fp 1 =032 =2 == 2,4 = O.
Riassumendo:
La matrice F (xg,%, +,%p_1) ¢ non singolave quando ky= 1,k =
=y ==ty a=Fk, by =k ed inoltre é'Esz e 'éf_fl + e £,
€1, €K, 9= 0, sono fissati in modo che 1 kA EE,- ., kE risultino

linearmente indipendenti rispetto a K.

Per completezza vediamo come sia possibile trovare delle copple kyE
che soddisfano le condizioni suddette.

Si fissa £’ inmodo che1, £’ ,---, 2™ !siano una base di K, (per esempio
scegliendo un elemento primitivo di K,). Gli elementi 1,44 =¢ A4 +

(1) Conviene sviluppare il determinante per gli elementi della (7 4 1)-sima riga.



GIAMPAOLO MENICHETTI, Sogra una classe di quasicorpi distributivi, ecc. 345

+€2é12’ . ,kk,m—z — €lfé’m_2 +€2k1m”1,/éé,m_1 — 827\0 +€27\1,é' + . '+‘
+ (g1 + & dmy) £#™ 1 (dove i 2;€K sono determinati dalla condizione
m—1

"= Z;M £ risultano indipendenti rispetto a K se e solo se
0

I (o] (o] o o
o & &, o) o
[ (0] € o (o]
det 1 Z+=o.
o} o o & &
_& L N PR N~ e €

A conti fatti si trova che, fissato £’ come si & detto, basta scegliere ¢, =0, ¢,
in modo che

m—1
I 2 (DT M T T e o,
1

Si puo dimostrare che

Per bg=1,k=ly=" - =lyy="Fr, by, =~k essendo k€K, b =
=& +tak,e,e €K, e ko0, clementi fissati in modo che 1, Kk, EF,. .-,
£ B siano linearmente indipendenti vispetto a K, la matrice F (%o, %1, X))

é non singolare.

Per verificarlo si segue un procedimento del tutto simile a quello
del caso precedente. Basta infatti osservare che ora il determinante di
F(xo, 2, - %p) & un polinomio del tipo

m—1
detF:fO(x0>"'rxm—1>+'é’;jkjfj(xoy e :xm—l.)’f:'ieK;vxieKmr

e che
m—1
Er?’
fO(xOJ :xm—1>=xg gryfj(o;xlx Tty Xme—j Oyt ’O)=
m—1
R > 7
— (___ I)(J+2)(m—a) s;”_’"le,,_.j, j= 1,2, --,m—1.

2.Sia V. =V (m , g™ lo spazio vettoriale di dimensione 7 su K,,. Si osservi

che scelta una base {wy, 2, -, %4} di V e posto u = (uqu- - - U 1),
m—1

qualunque elemento Y;a;%; €V si pud scrivere nella forma ua, essendo
0

a="HYaga, - ap_y).
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. . ’ . . .
Fissati £;€K,,7=o0,1,---, m—1, in modo che la matrice
F (9, %, , %po) risulti non singolare, si definisce in V una moltiplicazione,
¢ o », ponendo.

uaoua' = uF (a)a' , Vua ,ua’ €V,
dove F (d) =F (“o: 1,0, am—l)'

PROPOSIZIONE 2. La struttura algebrica (N, o) é un quasicorpo distributivo
(semifield), Q (ko &y, "+, k), di ordine g™
Dimostrazione. E evidente che (cfr. (11))
i) [{F(@):uaeV}|=qm,
ii) F(0,0,-+-,00=0,,F(1,0,---,0 =1,,
iii) F(a) + F (&') = F (@ + a").
Inoltre, essendo F non singolare
iv) se a==a’ allora det(F(¢) —F (¢) =detF (¢ —a)=Fo.
La tesi ¢ quindi dimostrata (cfr. [1], p. 220).
E facile verificare che il prodotto « O » in V* puo essere definito anche
dalle seguenti condizioni:
j)  «O» & distributivo rispetto all’addizione;
i (mu)e(ayuy) = (ay 7) ay (wiony) , Vay , a3 € Ky
i) wiony = sgors = i, Vi €Zp; wio; =
' = Cij Uiyj, V2,7 €Zy = Z, — {0} .
Tenuto conto di quanto & dimostrato nell’'ultima parte del §1, possiamo
affermare che

QU , kb, -, k,kE) ¢ un quasicorpo distributivo in ciascuno dei seguenti

casi
@) K€K, h=rg ek e, €K, eis=0er1, bt bt BB
lin. ind. rispetto a K;

b) keKy , B =¢ +k,e,6,€K, ey==0e1,bk, kR, .. Kt
lin. ind. rispetto a K.

La condizione jjj) diviene allora (cfr. 12))
\ kuit’i ’ Z +] <m
Uity = UgoU; = u; , upu,-:,k,é'uo yitj=m,i,j0
Uiy T >

Si osservi che la condizione @) & soddisfatta in particolare se &' € K, ,
2 m—1 . . .
g=1,5=0((=1)e 1,k ,--- F sono lin, ind, rispetto a K.
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I corrispondenti quasicorpi Q (1,---, 1, &) coincidono con quelli determinati
da Sandler in [2] in quanto in tal caso

Uit EJ<m
UioUu; =

Foithigym,i+j=m.

3. In questo § si definisce un procedimento, formalmente analogo a quello
dato da Knuth in [3], il quale consente di derivare da un quasicorpo
Q(&y, Ay, -+, ky—y) un altro quasicorpo distributivo dello stesso ordine.

Sia F (%9, 2, -, %y4) una matrice non singolare, data esplicitamente
da (11)". Poiche le righe di F sono linearmente indipendenti rispetto a K,
il sistema lineare

BoXo + a2y + - + oy Xy = O

o m-11 Fma T) F W xoT + 00 + Pm-1 Cm—2,1 (X2 T) = O

Mo C1m-1 (%1 )+ oy (@ Y 4 Pm—1 %o T = 0

nelle variabili p; ha solo la soluzione banale, qualunque siano x; € K,, non
non tutti nulli. In altri termini le equazioni precedenti sono incompatibili
qualunque siano le m-ple %y, %y, -+, %y € o, U1 ," -, Umey distinte dalla
m-pla di elementi tutti nulli. Tale circostanza sussiste evidentemente per il
sistema equivalente

BoXo + U &y + 0 Py Xy = O
(o em-1.1) ™) Zpy 4 (U ¥ D 29 + -+ + ((omt Cmeair) T) Xpp = O

.............................................................

(Lo €1,m—1) ©) 21 + (1 Co,ma) T) X2 + -+ + (Bm17) %9 = O

ottenuto elevando primo e secondo membro di ciascuna delle equazioni pre-
cedenti ordinatamente alla potenza ¢°, g™ ,--- 4.

Riguardando l'ultimo come un sistema lineare nelle variabili x;, da quanto
precede si deduce che esso, per pg, py,- - -, kuoy non tutti nulli, ha solamente
la soluzione banale: onde la matrice dei coefficienti

Yo Y T Pem—1
(14) T (np)a™ " .- (emo1,1 ) 7
_Um—1 T (o ctmn) T+ (mama Hom—2) T
ha determinante nullo solo per py =y =-- = (J.m_l = 0. La (14) & pertanto

26. — RENDICONTI 1975, Vol. LIX, fasc. 5.
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non singolare e tale ¢ quindi

Mo Bm—1 T Pm—g T t by 1
F — U Am-1 (o 7) Cfm—z (M1 7°) TR (12 1)
2 m—1
| Mm— Cntm—1 Wma ™) Chotmez(ms ™) noi,1 (o Tm_l)_

ottenuta trasponendo la (14) dopo aver eseguito una evidente permutazione
sulle righe, ‘

Se, come avviene in generale, non esiste una z-pla di elementi p; in corri-
spondenza dei quali la F’ coincida con I, si fissino in K, 7 elementi (J.(’),
Wi,ee e, {m_1 hon tutti nulli e si consideri la matrice

F,((“'O) Bp, oo »Mm-l)z—F_"-l(“(/)»M{» ’y‘;n—l)F,QJ‘O’ "J‘m—1>'

E facile dimostrare che la F’ (4o, ty, - -, Um—1) soddisfa le condizioni
i), ii), iii) e iv) del § 2 e quindi, come la F, consente di definire un quasicorpo
distributivo di ordine gm*.
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