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Algebra. — Une condition nécessaire et suffisante d ’unique déchiffra- 
bilité. Nota di C o r i n a  R e i s c h e r ,  presentata (‘> dal Socio B. S e g r e .

R iassunto. — Facendo intervenire i residuali destro e sinistro di due complessi, si
assegna una condizione necessaria e sufficiente affinché una parte di un monoide libero venga 
codificata con decifrabilità unica.

Soit I un alphabet fini, | I | >  2, et I* le monoide libre engendré par I. 
Un code avec unique déchiffrabilité sur l’alphabet I [2], est un ensemble 
H C I \{«?} qui possède la propriété d’unique déchiffrabilité, c’est-à-dire 
que l’égalité

Pi Pi '  Pn — Pl Pi '  Pm i

avec pi , p j e H , i — 1 , • • •, n, j  =  1 , • • •, m, entraîne m =  n et p t =  p\, 
i =  i , • • •, n.

Nous avons noté par e le mot vide de I*.
Soient Kx et K2 deux parties du monoïde libre I*. Le résidual droit K! : K2 

est le plus grand complexe D C I* tel que DK2 C Kj. Le résiduel gauche 
Kx : : Ka est le plus grand complexe G C I* tel que K2 G C Kx [1].

On peut en déduire que les opérations « : » et « : : » sont définies partout 
dans l’ensemble des complexes de I* et encore plus qu’elles sont isotones 
quant au premier terme et anti—isotones quant au deuxième terme.

THÉORÈME. U  ensemble HÇ I * \ { 4  est MU code avec unique déchiffra
bilité sur I si et seulement si pour tout K Ç I#,

(0  (H : K) n  H *  0  *  (H* : : K) n  H* -> K =  {e} .

Ici H* est le monoïde libre engendré par  H et ^  : FI* —> I* tel que, si 
m e H  , m  =  (j>x , • • •, pk) avec e H, i =  1 , • • •, k, alors m  =  p v  • -pk.

Démonstration. Soit Fl un code avec unique déchiffrabilité sur I et K Ç I*, 
tel que

(H : K) n  H #  0 #  (H* : : K) n  H*.

Alors, pour tout mot k e K, on a

H : {k} O H : K et H* : : {k} D FÌ* : : K ,
donc

(H : {k}) n  H #  0 #  (H* : : {k}) n  H \

(*) Nella seduta del 15 novembre 1975.
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Par conséquent,

(2) pi& =  A ,
et

( 3)  kqx-  • • =  ç'iç» ■ ■ • q'i,

avec A  » A  e H, ÿ» , q'j € H, ? =  1 , •••,  h, j  =  1 .
Les relations (2) et (3) impliquent

P i9i * * • 9h =  P igi • • • è  ,

donc, en vertu de la propriété d’unique déchiffrabilité,

Pi =  Pi > f t  =  f t  ,  * ‘ * ,  9h =  9i •

En revenant à la relation (2) et en simplifiant avec p 1 on obtient k — e, 
donc K — {e}.

Soit maintenant H C tel que pour tout K C I* soit satisfaite
la condition (1). Nous allons montrer que H est un code avec unique déchif
frabilité.

Soit

( 4 )  Pl Pi * * * Pn “  Pl Pi * * * Pm y

avec pi f p^ e H, i =  1 , • • •, n, j  =  1 , • • •, m.
Si pi ^ p x alors on peut supposer p x =  p x k et, de la relation (4), on 

obtient

kpl  * * * Pn — p i  * * * Pm ]
donc

(H : {k}) n  H *  0  #  (H* : : {k}) n  H*,

c’est-à-dire la condition (1), donc k =  e et, par conséquent, p x =  p x.
En simplifiant la relation (4) avec p lf on obtient p^ • • • p n =  p % • • • pm, 

et on continue le procédé.
Après un nombre fini de pas, on trouve n — m  et pi =  pi, i =  1 , • • •, n. 
Utilisant les quotients à gauche et à droite de H par un mot r  e I*, 

introduit par Sabidussi [5], on peut donner la caractérisation suivante:
U  ensemble H Ç I * \  {#} est un code avec unique déchiffrabilité sur I, si, 

et seulement si,
H r '1 ^  0  ^ r~x H* => r — e

pour tout r  € I*, ou
Hr“1 =  {q I q e I* , qr € H}

et
r“1 H* =  {q I q € I* , rq € H*} .
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Dans un travail anterieur [3], nous avons donné une caractérisation en 
terme de treillis pour les sous-semi-groupe de I* qui possèdent la propriété 
d’unique déchiffrabilité, à savoir le sous-semi-groupe Z C l *  possède la 
propriété d’unique déchiffrabilité si, et seulement si, pour tout K C I*,

(Z : K) n  Z /  0  *  (Z : : K) n  Z =* K =  {*} ,

qui est un cas particulier de ce théorème.
Le théorème précédent diffère de la caractérisation donnée par nous 

en [4].
Nous faisons la remarque que Segn (H) introduit par Sardinas et Patter

son [6] peuvent être exprimés par le résiduel gauche, à savoir

Segx (H) =  H : : H 

Seg„+1 (H) =  (Segn (H) : : H) u  (H : : Seg„ (H)),

et la caractérisation trouvée par eux pour les codes H C I *  avec unique 
déchiffrabilité revient à

[(SegM (H) : : H) U (H : : Seg„ (H))] n  H =  0 ,

pout tout n >  i.
Finalement, nous faisons remarquer que la condition que nous avons 

trouvé diffère de la condition de Nivat [2],

H*u n  H* 7̂  0 7̂  uH* n  H* => u 6 H*,

pour tout u e I*.
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