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Logica matematica. —  Teoria dei campi differenziali ordinati 
Nota di F r a n c e s c o  L a c a v a ,  presentata (* (**)#) dal Corrisp. G. Z a p p a .

Summary. — In this paper we study the theory of ordered differential fields (CDO); 
in other words, the theory obtained adding the order axioms for a field to “ differential field ” ’s 
axioms. If  we consider a model K of such theory and we “ forget ” order, we know that 
such model is embedded in its differential closure. In a such closure, we can consider the set 
of real fields. Such a set has maximal elements (with respect to inclusion). We call CDO* 
the theory of so obtained maximal elements, for all K eM od (CDO).

If we neglect derivation, models of CDO* are real closed and then ordered. So we can 
prove that CDO* is the model completion of CDO. We find the axioms of CDO*, too. 
Finally, we find a method for eliminating quantifiers (for CDO*) in the formulas containing 
only inequalities.

I . Consideriam o il linguaggio L F dei campi e « arricchiam olo » con un 
simbolo predicativo unario >  o e con un simbolo di funzione unaria  D. La 
teoria CDO avente per assiomi:

1) tu tti gli assiomi della teoria F  dei cam pis

2) ( ^ > o A j / > o ) - > ( r - | - j / > o )

(x >  o A y  >  o) -> (xy >  o) 

i > o V r  =  o V — x  > o

\ (x > o A —  x  > 6)

3) D ( x + y )  =  D x + D y

D xy  =  yD x  -f- xDy

si chiam a « teoria dei campi differenziali ordinati ». Modelli di tale teoria sono, 
ad esempio, i campi di H ard y  (v. [1], [7]).

Siano A , A , Q , Q , i funtori « dim enticanti » rispettivam ente i primi 
due dell’operazione di derivazione e gli altri della relazione d ’ordine. Così, 
ad esempio, A è il funtore che ad ogni oggetto della categoria M od (CDO) 

— (A ; +  , • , —  , - 1 , D ; >  o ; o , i ) associa l’oggetto (A ; +  , • ,
, ; >  o ; o , i ) della categoria dei campi ordinati e lascia invariati i

(*) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.S.A.G.A. del C.N.R.
(**) Nella seduta del 15 novembre 1975.
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morfismi. Se indichiam o con OF, D F 0, F0 rispettivam ente le teorie dei campi 
ordinatij dei campi differenziali di caratteristica zero e dei campi di cara t­
teristica zero, avremo il seguente diagram m a:

M od ( C D O ) ^

M od (OF)

M o d  ( F 0)

\
M od (D F ,,) /

Sia K un modello di CDO e sia K la chiusura differenziale di QK. Consi­
deriam o la famiglia di tu tti i campi differenziali e form alm ente reali conte­
nuti in K. Tale famiglia è non vuota perché K g#"  ed è ordinabile m ediante 
la relazione di inclusione; ogni catena soddisfa alla condizione di Zorn e quindi 
esistono elementi m assim ali K*. Indichiam o con CDO* la teoria di tu tti i 
K* al variare di K.

L em m a. Sia d f  un campo differenziale e sia K  una estensione algebrica 
di A 3d. Allora si può definire in modo unico in  K una operazione D di deriva­
zione tale che la nuova struttura K  =  (K ; + ,  • , — , “h D ; o , 1 ) risulta essere 
una estensione di dd.

Dimostrazione. Sia oc e K  e sia p (x) == x n +  a ^  x 71- 1 --------^ a Qeùs! dd[x]
il polinomio monico di grado m inim o di cui oc è radice. A llora od +  an_1 ocn~ +  
+  • • • +  a1 =  o; posto

nod 1 - f  ( «  —  i )  an_ x ccn ~ 2 H---------- b  ax

si verifica im m ediatam ente che D è una operazione di derivazione che estende 
quella definita in dd ed è chiaram ente unica.

P r o p o s i z i o n e  i. Se K  g M o d  fCDO)* allora AK e M o d  (RCF).

Di?no strazi one. Notiam o innanzi tu tto  che ogni AK*, ove K* è un  ele­
m ento m assim ale dell’insieme definito sopra, è reale chiuso. Supponiam o infatti 
per assurdq che AK*€M od (RCF); esisterebbe allora una estensione algebrica 
K di AK form alm ente reale. M a per il lemma in K* si può definire una ope­
razione di derivazione che estende quella di K* e quindi K *D K * in con trad­
dizione con la m assim alità di K*. Sia ora K G M od (CDO*). Poiché ogni p ro­
prietà elem entare che vale in ogni K* vale in ogni modello di CDO*, si ha 
im m ediatam ente che AK G M od (RCF).

Sia sé g M od (CDO*); per la Proposizione 1 si può definire in modo unico 
in A  una relazione d ’ordine che lo renda un campo ordinato. L a s tru ttu ra  così 
am pliata diviene allora un  modello di CDO e quindi CDO* può essere espressa
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nel linguaggio dei campi differenziali ordinati. A bbiam o allora il seguente 
risultato:

TEOREMA i . CDO* è il model completamente di CDO

Dimostrazione. Per tale dim ostrazione utilizzeremo il criterio di L. Blum 
(cfr. [8]). C hiaram ente CDO è una teoria universale. Sia allora K eM od (CDO), 
K (c) e M od (CDO) una estensione semplice di K e K*eM od (CDO*) estensione 
di K e I K |+—saturato: bisogna dim ostrare che il d iagram m a seguente può 
essere così completato:

D obbiam o cioè trovare un elemento c* e K* tale che K (c*) ~  K (c) su K.
Se c è differenziale algebrico, allora esiste perché K (c) è un  campo 

differenziale ordinato contenuto nella chiusura differenziale di Q.K e quindi 
contenuto in ogni K*e M od (CDO*) che estende K.

Sia c differenziale trascendente. Poiché K (c) è ordinato, siano K ü  e 
K*2 d  =  o , i ,2  , • • •) sottoinsiemi di K tali che K tl u  K i2= K  e k u < D 1 c<  k i2 
per ogni k ix € K ü e k i2 € Ki2. Sia S la collezione di formule:

1) k i± < D % x  < k i2 , per ogni k ix e K ü e k i2 e K i2 e i =  o , 1 , 2 , • • •
2) /  (x ) o, per tu tti i polinomi differenziali /  (x) non identicam ente 

nulli a coefficienti in K.

Indichiam o conT ((K *, k)keK) la teoria, nel linguaggio arricchito di simboli 
di costanti {k}1ceK) del campo K* in cui siano stati privilegiati gli elementi 
di K.

La collezione S è consistente con T  ((K* , k)keK) poiché è tale ogni suo 
sottoinsieme finito. S può essere esteso ad un i- tip o  di T  ((K* , /è)ÂeK) e 
poiché K è I K  |+-sa tu ra to , S ha una realizzazione in K; se c* è una tale 
realizzazione si ha che K (<:*) 2̂  K (c).

C o r o l l a r i o  i . CDO* ammette Veliminazione dei quantificatori.

Dimostrazione. È conseguenza di un risultato generale dovuto a A. Ro­
binson (cfr. [8]).

Sia ora T la seguente successione di assiomi formulabili nel linguaggio dei 
campi differenziali ordinati:

1) gli assiomi di CDO;
2) per ogni n >  o la formula:

V*o: • * 3\y (x0 +  x1y  H b x*ny*n +  y 2n+1 =  o);
3) Vx 3y  (x =  y 2 \/ — x  =  y 2);
4) Vy 3x  (Dn x  =  y);
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5) Per ogni x  e per ogni polinomio differenziale f  (v) che non sia divi­
sibile per un polinomio di ordine zero, f  (x) =  o implica che per ogni n -pia 
di polinomi differenziali gx . (») , •••  ,g n (v) con ord g{ (v) <  ord /  (v) e tali 
che f  (v) e g i(v)  non hanno fattori comuni, se il sistema gx(v) > 0  A 
A gì (v) >  0 A • • ■ A gn_x (v) >  o am m ette soluzione allora il sistema 

/  (v) =  o A gì (v) > 0  A • • • A gn—x (v) >  o A gn (v) =j= o am m ette soluzione.

Sia T  la teoria generata da tale sistema di assiomi. Allora:

T e o r e m a  2. T  è il model completamento di CDO.

Dimostrazione. U tiliziam o ancora il criterio di L. Blum (1). Siano s d , 
sd(b) 6 M od (CDO) con sd(b) estensione semplice di sé  e sia sd* e M od (T) 
con sd estensione di sd e | A  |+-saturato. D im ostriam o che si può im mergere 
sd (b) in sd*.

Se b è differenziale algebrico, allora sappiam o che esiste un polinomio 
differenziale f  (x) di ordine n di cui b è la radice generica. Poiché sd(b) è 
ordinato esistono n coppie di sottoinsiemi di A  , Ajj e A {2 (i =  o , • • •, n —  1) 
tali che A ü  ( j A i2 =  A  e aix <  D* b <  ai2 con aix e A i x , ai2 e A i2 per 
i =  o , i , • • •, n —  i . Sia 2  la seguente collezione di formule:

0  / O )  =  0

2) a{1< D‘x <  a i2 , con aix e A ix e ai2 e A i2 i =  o , 1 , • • •, n —  1 ;

3) g  (ff) =f= o per ogni polinomio differenziale a coefficienti in A  con 
o r d ^ T )  <  o r d /  (x).

Dim ostriam o che ogni sottoinsieme finito di disequazioni di 2) am m ette 
soluzione in un modello di T  estensione di sd. Procediamo per induzione sul­
l’ordine massimo i che com pare nel sistema. Per i =  o è banale. Supponiam o 
che sia vero per i — 1. Siano aih <  D4 * <  bih h =  1 , ■ • •, k le disequazioni 
di ordine i  che compaiono nel sistema dato. Sia a una soluzione del sistem a
h
A- aih <  y  <  bih. Per l’assioma 4) *D % x  =  a am m ette soluzione e quindi per
h= 1
Tassiona 5) e per Tipotesi indu ttiva am m ette soluzione il sistema costituito da 
* e dalle disequazioni del sistema dato di ordine inferiore ad i. T ale soluzione 
soddisfa chiaram ente il sistema dato. Allora 2  è consistente con T  ((«5^*, a)aeA) 
perché ogni suo sottoinsieme finito è consistente. Quindi poiché è |A |+ -  
saturato, E am m ette una realizzazione in j /* . Se a* e sé* è una tale realizza­
zione, allora sé (a*) ~  sé (b).

Se b e differenziale trascendente si ripete un analogo ragionam ento senza 
porre limitazioni ad i.

(1) È facile verificare che ogni modello di CDO è immergibile in un modello di T 
(v. anche Teorema 3).
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2. Il Corollario i afferma che CDO am m ette l’eliminazione dei quantifi­
catori. Tale risultato, però, niente ci dice su come, data  una formula, si possa 
giungere a quella equivalente priva di quantificatori. U n  primo passo verso 
la risoluzione di tale problem a è il seguente:

T e o r e m a  3. Sia  K e M od (CDO)*. Sìa  a una form ula del tipo 
3x  {g1 (x) > 0  A • • • A gn (x) >  o) e sia y una form ula del tipo 3x  (gx (x) =  oA  
A * * • A gn (x) =  o) con gi (x) polinomi differenziali a coefficienti in  K. 

Allora esiste un procedimento effettivo di eliminazione dei quantificatori per 
tali form ule .

Dimostrazione. Per le formule di tipo y vedi A. Seidenberg [9]. Sia r  >  o 
l ’ordine massimo dei polinomi g { (x) che compaiono in a. Parallelam ente al 
sistema dato, consideriam o il sistema

+ : gì (*o >• ' •> x ,)>  o A • • • A gn (x0 ,■ - - , x r)>  o

ottenuto da quello dato ponendo x  — X j .
Consideriam o la form ula

(X* =  3*0 3*1 • • • 3*r (£1 (*o , • • • , * , . ) >  o A A g n ( * o , • ■ ■ ,’* ,)  >  o);

poiché tale enunciato è form ulato nel linguaggio dei cam pi ordinati, sap­
piam o che in un  campo reale chiuso è equivalente ad una form ula oc priva 
di quantificatori. Vogliam o far vedere che a è equivalente ad oc sotto 
CDO U @ (K). A  tale scopo basterà far vedere che esiste un  am pliam ento 
di K  in cui D-7 x0 =  Xj e con x 0 , • • •, xr soddisfacenti a*. Consideriamo la 
form ula

ß — 3xq̂  3-̂ 02 3^n 3x12 • • • 3xr̂  3x^ Vxq * * *

• • • Vxr (x01 < x 0 <  * 02 A • • • A xrl < x r < x r2 40-

In  R è vera la form ula cp =  a*->ß e quindi 9 è vera in ogni campo reale 
chiuso. 9 è quindi vera anche in K (v. Propos. 1). Siano x01 , x 02 5 * ' * > %ri > %r2 
le realizzazioni di x01 , • • •, x r2 in K. Siano u0 , • • - , ur elementi algebricam ente 
liberi su K; consideriam o l’am pliam ento trascendente H =  K (u0 , • • •, ur) e 
poniamo

D^o j -D Uq n2 , * * *, D Uq — u^ e *̂ oi ^0 ^02 > * * * > 2 •

Sia H la chiusura reale di H. In  H a  è soddisfatta da uQ , • • - , ur . In fatti in 
caso contrario sarebbe g% (u 0) <  o per qualche i\ m a allora gì (u0 , • • •, ur) <  o. 
Poiché, d ’altra  parte, si è supposto che valga a*, esistono ü 0 , • • •, ür elementi 
di H  tali che g% (ü0 , • • •, ür) — o con x01 < ü 0 < x Q2 • • •, xrl <  ür <  xr2, 
m a ciò è assurdo per ß e perché u0 , • • •, ur sono algebricam ente liberi.
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