
ATTI ACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCEI

CLASSE SCIENZE FISICHE MATEMATICHE NATURALI

RENDICONTI

Giorgio Nicoletti

Su una nuova classe di spazi affini generalizzati di
Sperner

Atti della Accademia Nazionale dei Lincei. Classe di Scienze Fisiche,
Matematiche e Naturali. Rendiconti, Serie 8, Vol. 59 (1975), n.3-4, p.
242–250.
Accademia Nazionale dei Lincei

<http://www.bdim.eu/item?id=RLINA_1975_8_59_3-4_242_0>

L’utilizzo e la stampa di questo documento digitale è consentito liberamente per motivi di
ricerca e studio. Non è consentito l’utilizzo dello stesso per motivi commerciali. Tutte le
copie di questo documento devono riportare questo avvertimento.

Articolo digitalizzato nel quadro del programma
bdim (Biblioteca Digitale Italiana di Matematica)

SIMAI & UMI
http://www.bdim.eu/

http://www.bdim.eu/item?id=RLINA_1975_8_59_3-4_242_0
http://www.bdim.eu/


242 Lincei -  Rend. Se. fis. mat. e nat. -  Vol. L IX  -  Ferie 1975

Geometrìa. — S u  u n d  nuova classe di spazi affini generalizzati 
di Sperner. Nota (,) di G i o r g i o  N i c o l e t t i , presentata dal Corrisp. 
G. Z a p p a .

S u m m a r y . — In this paper a new class of Sperner’s affine generalized spaces is construc
ted from desarguesian affine spaces of dimension 3 and order q2 {q prime odd >  3 power); 
these spaces have the property of containing q3 +  q2 +  q Hughes planes.

The procedure I have used can easily be applied to a similar affine desarguesian space of 
any (finite) dimension; in case of dimension 2 we find the (regular) Hughes plane of order q2.

Sia q una potenza di un primo dispari, q >  3: indicherem o con lettere 
latine gli elementi di G F (q) e con lettere greche gli elementi di G F (q2).

Si fissi un elemento 0 € G F (<q2) di periodo 2 (q — 1); si ha allora

0 6 GF (q) e 0* =  — e .

Ogni elemento a € G F (<q2) può allora scriversi in uno ed un sol modo nella 
form a

OC =  -fi 0̂2 > ^2  ̂G F ((p) .

Assegnato un elemento oc 6 G F (qz) diremo suo coniugato l’elemento 
oc =  ocfi se oc =  ax -fi Qaz si ha allora

e pertanto

ed inoltre

ä == Gtq =  ax — 0^2

a +  â =  2 ax 

a —  oc =  2 a2

oc =  oc 4==̂  oc 6 G F Qq) .

Chiameremo reali gli elementi di G F (q) e complessi gli elementi di G F (^2). 
Indichiam o con S  lo spazio affine desarguesiano costruito su G F (<q2) e 

con n ii suo sub-spazio costruito su G F (̂ ).
U n punto di S  si dirà reale se è anche punto di IT, cioè se ha coordinate 

tu tte  reali; una re tta  di 2  si dirà reale se contiene una re tta  di TI; una dire
zione si dirà reale se am m ette param etri direttori tu tti reali; un  piano di 2  
si dirà reale se contiene un piano di TI; una giacitura si dirà reale se am m ette 
param etri di g iacitura tu tti reali.

D ato un  punto P =  (Ç , y) , Ç) di 2, diremo suo coniugato il punto
p =  p* =  (tq, iG

(*) Pervenuta all’Accademia il io ottobre 1975.
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Assegnato un piano a di 2, i coniugati dei suoi punti sono tu tti e soli i 
punti di un  piano che indicherem o con öc =  vß e che chiameremo coniugato 
di oc; se di a è assegnata u n ’equazione, allora oc è individuato dall’equazione 
i cui coefficienti sono 1 coniugati dei coefficienti dell’equazione di oc.

A nalogam ente per le rette.
Sia /  una re tta  di 2 e sia l la sua coniugata: si avvera una ed una sola 

delle seguenti affermazioni: i) l e i  sono coincidenti; it) l e i  sono incidenti; 
n i) l e i  sono parallele; iv) l e i  sono sghembe.

U na re tta  si dirà di tipo q , 1 ,O p ,O s rispettivam ente se soddisfa la 
condizione i), ii), Hi), iv).

Le rette di tipo q sono tu tte  e sole le rette reali: ciascuna di esse possiede 
esattam ente q punti reali e direzione reale ed è incidente esattam ente a q - f  1 
piani reali.

Ogni re tta  di tipo 1 possiede un solo punto reale, che si dirà vertice, ha
direzione non reale ed è incidente ad uno ed un solo piano reale.

Ogni re tta  di tipo O^ è priva di punti reali, ha direzione reale ed è inci
dente ad uno ed un solo piano reale.

Infine ogni re tta  di tipo O s è priva di punti reali, ha direzione non reale 
e non è incidente ad alcun piano reale.

Procediam o ora a stabilire un criterio per separare in due classi distinte
i punti di una re tta  di tipo 1 diversi dal suo vertice, e ad analizzare le pro
prietà di tali classi.

1. P r o p o s i z io n e .  Siano A , B , C  tre punti allineati e distinti di 2,
e sia

C =  A  +  ■ Y (B —  A) con y e GF  (q2) ; 

sia P un punto della retta (A , B ) tale che

P = A + V ( B — A)

P =  A  +  (jr (C —  A) con X , fi e G F (q2)
allora

x =  f*Y *

Dimostrazione. O vvia.

2. P r o p o s i z io n e .  Sia l  una retta di tipo 1 di 2 e sia V il suo vertice; 
siano A  e B due punti distinti di l  e diversi da V, e sia

B =  V  +  X (A —  V) con X € G F («q2)

* supponga inoltre che la retta (A , B ) sia di tipo 1 sia W  il  suo vertice• sia 

B =  W  fi- fi (A —  W) con fi € G F (q2) ; 

allora X è un quadrato m  G F (q2) se e solo se \x è un quadrato in G F ([q2).
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Dimostrazione. Poiché V è reale, non è restrittivo limitarsi al caso in 
cui V  =  (O , O , O); si ha dunque B =  XA e perciò XÄ =  (1 —  jx) W  +  (xA 
da cui

e la coniugata
W  =  — V -  (XA —  jüÄ) ;

I — [X.

confrontando e riordinando si ottiene

[(i- -  jl) X +  (I —  (t) ÏZ] A  =  [(I —  n) X +  (I —  fi) M A 

m a A  è non reale, pertanto  deve essere

(1 —  jl) X +  ( î —  [J.) [I =  o =  (1 —  [J,) X +  (1 —  (I) 4

di qui risolvendo si ottiene

!x = - x - ^  =  x ( - i ) ( x ~ i r i

m a in G F (q2) gli elementi ■— 1 e (X —  i/* ”1 sono entram bi quadrati, e quindi 
[x è quadrato  se e solo se è quadrato  X.

3. P r o p o s i z io n e .  Sia l  una retta di tipo 1 di S , e sia V  i l  suo vertice; 
siano A  e B due suoi punti distinti e diversi da V, e sia

B =  V  +  X (A —  V) con X € G F (q2)

si supponga inoltre che la retta (A  , B ) sia di tipo , cioè sia parallela alla sua 
coniugata (A , B); allora X è un quadrato in  G F  (q2).

, Dimostrazione. L a re tta  (A ,. B) è di tipo Op se e solo se B — A è propor
zionale a B — Ä; m a B —  A — (V —  A) —  X (V —  Ä) e B —  Ä  =  (V —  A) — 
—  X (V —  A): di qui si ricava che ciò avviene se e solo se XX =  1; sia s un 
generatore del gruppo m oltiplicativo di G F (q2) e sia X =  zx; si ha allora:

e dunque
i =  XX =  e* e3* =  zxiq+1) 

% (q +  0  =  h (q*—  1)

con h intero positivo, e pertanto

x  =  h ( f f—  0 ;

dunque #  è pari e quindi X è quadrato.

Sia /  una re tta  di tipo 1 di 2, e sia l  la sua coniugata; indichiam o con V 
il suo vertice; se A  e B sono punti di /  diversi da V, poniam o

A  — B
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se e solo se
B .=  V  +  X(A — V) 

con X ^  o , X quadrato  in G F (q2), ed analogam ente per i punti di l.

4. P r o p o s i z io n e .  La relazione precedentemente definita è di equivalenza 
suirinsieme dei punti di l  diversi dal vertice V, ed induce su di esso una parti
zione in due classi. Inoltre se A  , B € /  si ha che A  , B € / , £ A  ^ B  ^  e solo 
se A  ^  B .

Dimostrazione. Segue im m ediatam ente dalla Prop. 1.

Assegnata una re tta  /  di tipo 1 di 2, di param etri direttori (Xj , X2 , X3) 
indicherem o con D (/) la terna di param etri direttori di /  così definita:

D (/) =  (ï , X2/Xi , Xa/Xi) se o

D (/) =  (o , i , X3/X2) se \  == o

(non può essere \  =  X2 — o, ché altrim enti /  avrebbe direzione reale, contro 
l’ipotesi che l  sia di tipo 1).

A ssegnata una re tta  /  di 2 indicherem o con $  (/) l’insieme dei suoi punti.
Sia ora V  il vertice della re tta  7 di tipo 1; il punto A  — V +  D (/) è inci

dente alla re tta  /; poniam o allora:

4W (/) — {B €./ I B =  V  +  X (A.•— V) , X # 0  , X quadrato  in G F (q2)}

$  (/) — {B B =  V  +  X (A —  V) , X / o , X  non quadrato  in G F (,q2)}

9Î (/) si dirà l’insieme dei punti rossi di l, e 23 (/) si dirà Vinsieme dei punti 
verdi d i l. O vviam ente si ha

$ ( / )  =  { V } U J i ( / ) U 3! ( /)

0 = at (/) n ss (/)

5. P r o p o s i z io n e .  Sia l  una retta di tipo 1 di 2  ̂ B zzzz .yzz# punto 
diverso dal suo vertice V; allora il  colore di B rispetto a l  è lo stesso colore 
di B rispetto a l, cioè

B € 9Î (fi) <=> B € 9Î (fi) .

Dimostrazione. Poniam o A  — V +  D (/) e A =  V  +  D (fi); 

se B = V  +  X(A —  V) allora B = V + X ( A —-V) e qu ind i. B G 9Î (^) «=> X ^  o, 

X è quadrato in G F (q2) <==> X ■=£ o , X è quadrato in G F (q2) <=» B G 9Î (fi).

6. P r o p o s i z io n e .  Sia l  una retta di tipo 1 di 2  e sia V il suo vertice; 
siano A  e B due suoi punti distinti e diversi da V; indichiamo con m la retta 
(A , B); allora m è o di tipo 1 0 di tipo Op; nel primo caso si ha che A  e B

18. — RENDICONTI 1975, Vol. LIX, fase. 3-4.
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hanno -  rispetto a l  -  lo stesso colore se e solo se A  e B hanno lo stesso colore 
rispetto a m\ nel secondo caso si ha che comunque A  e B hanno lo stesso colore 
rispetto a l.

Dimostrazione. L a coniugata della re tta  m  è la re tta  m =  (A , B), com
planare a m  e d istin ta da essa: m  perciò non può essere né di tipo q né di 
tipo 08] le restanti affermazioni si deducono dalle Prop. 2 e 3.

Procediam o ora alla costruzione di una nuova stru ttu ra  affine di inci
denza.

Sia /  una re tta  di 2; poniam o

/h =  5P (0

se /  non è di tipo 1
ln =  {V} U DÌ (/) U 23 (Ï)

se /  è di tipo i e di vertice V; si ha allora ovviam ente In =  {V} U Dì (I) U SS (T); 
a ll’insieme /H ora definito assegneremo come direzione la direzione di /  in 2 .

Indichiam o con £ì =  (0 ì , «/, 1Ï) la stru ttu ra  d ’incidenza così definita:
l’insieme 0> dei punti di 12 è costituito dai punti di 2 ; l’insieme 01 delle rette 
di O è costituito dagli insiemi /H precedentem ente definiti, l’incidenza J  è 
l’appartenenza; il parallelismo 11 è così definito: due rette /H e mn sono paral
lele se e solo se hanno la stessa direzione.

7. P r o p o s iz io n e . Due punti distinti di Q sono incidenti ad una ed una 
sola retta di Q.

Dimostrazione. Siano A  e B i punti assegnati: essi sono incidenti ad una 
re tta  di Q se e solo se si verifica almeno una delle seguenti condizioni:

a) in 2 A  e B sono incidenti ad una re tta  /  non di tipo 1; allora 
in O A  e B sono incidenti alla re tta  In]

b) in 2 A  e B sono punti rossi della re tta  l  di tipo 1; allora in O 
A e B sono incidenti alla re tta  /H;

c) in 2 A  e B sono punti verdi della re tta  /  di tipo 1; allora in £2 
A e B sono incidenti alla re tta  In]

d) in 2 A  è vertice e B è punto rosso della retta /  di tipo 1; allora 
in ü  A e B sono incidenti alla re tta  /H;

e) in 2 A  è vertice e B è punto verde della re tta  l  di tipo 1; allora 
in O A e B sono incidenti alla re tta  In]

/ )  in 2 A è punto rosso e B è punto verde della re tta  /  di tipo 1 ; allora 
in Q, A  e B sono incidenti alla re tta  In-

Osserviamo innanzitu tto  che almeno una delle sei condizioni sopra elen
cate si avvera in ogni caso, e pertanto in D due punti distinti sono sempre 
incidenti ad almeno una retta .
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Inoltre le sei condizioni elencate si escludono a vicenda, e poiché in Q 
i punti A e B sono incidenti ad una re tta  solo quando almeno una di tali con
dizioni è soddisfatta, ne dobbiam o concludere che in O due punti distinti 
sono incidenti ad una ed una sola retta.

8. PROPOSIZIONE. La relazione di parallelismo tra rette di Q è di equi
valenza.

Dimostrazione. Ovvia.

9. PROPOSIZIONE. Siano l e m  due rette distinte di tipo 1 di 2 aventi la 
stessa direzione A  =  (oq , a2 , oc3) di vertici V e W  rispettivamente, e si supponga 
ohe l e m  siano complanari; sia B l'intersezione di l  e fri e sia

B =  V +  XA X e G F (?2)

B =  W +  jxA fi. e G F (q*)

allora X è quadrato se e solo se è quadrato (jl.

Dimostrazione. Sottraendo m em bro a m em bro le ( ^ )  e le relative 
coniugate e confrontando si ha:

(fi. +  X) A  =  (fi. +  X ) A

i due m em bri di questa eguaglianza sono coniugati, e perciò (jI +  X ) A è  reale, 
m a poiché per ipotesi la direzione A  è non reale deve essere ]I - f  X =  o, cioè 
fi* =  —  X; m a —  1 è quadrato  in G F (qz) e dunque fi. è quadrato  se e solo 
se è quadrato  l e  e solo se X è quadrato.

10. P r o p o s i z io n e .  Siano l e m  due rette di tipo 1 di 2 distinte ed aventi 
la stessa direzione, e sia l  complanare con ih\ detto B il  punto d'intersezione 
di l  e ih, si ha che B ha lo stesso colore rispetto a l  ed a m.

Dimostrazione. Segue dal n. 9.

11. P r o p o s iz io n e . Due rette di Q  parallele e distinte non hanno punti 
in comune.

Dimostrazione. Siano /H e %  due rette di Q parallele e distinte; se la loro 
com une direzione è reale, allora le corrispondenti rette l e m  di 2  sono o di 
tipo q o di tipo Ov, e sono prive di punti comuni, e quindi anche /H e m n sono 
prive di punti comuni.

Supponiam o ora che la comune direzione di /H e m u sia non reale; se /  
e m  in 2 sono entram be di tipo Os, allora non hanno punti in comune, e così 
dicasi di In e mu in Q; se invece /  è di tipo 1 e m è di tipo O s abbiam o che questa 
u ltim a non può giacere nel piano individuato da l e i ,  essendo questo reale, 
e quindi la re tta  m  sarà ad esso parallela: dunque m  non ha punti in comune 
né con l  né con /; ed allora anche /H e mn  sono prive di punti comuni in Q; 
supponiam o infine che l e m  siano entram be di tipo 1 ; siano rispettivam ente
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rq e tc2 i piani (reali) individuati da /  e l  e da m  e m\ se 7q e tu2 sono diversi 
allora risultano paralleli, e quindi la re tta  /  non ha punti in comune né con 
m  né con in, e così dicasi per /; pertanto /H e mu sono prive di punti comuni;
se invece 7q coincide con 7t2 allora per la Prop, io  si ha che il punto B in ter
sezione di /  e m ha rispetto ad esse lo stesso colore, ed altrettanto  dicasi per 
il punto C intersezione di ? e m\ pertanto se V  e W  sono i vertici di /  e m  si ha:

/h n -  ({v} u at (/) u æ (I)) n ({w} u m (m) u as (m)) =
= (3i (/) n st (w)) u (ai (/) n as (m)) u (as (Z) n at (w)) u (as (Z) n as (m)) -  0 .

D unque in ogni caso /fi e mu non hanno punti in comune.

12. P r o p o s i z io n e .  Ogni retta di O è incidente a q% p un ti.

Dimostrazione. Segue dalla definizione stessa di re tta  di Q.

13. P r o p o s i z io n e .  Fissati in  Q un punto ed una direzione, per quel 
punto passa una ed una sola retta parallela a tale direzione.

Dimostrazione. Tenuto conto del fatto che i punti di Q sono q6 e le rette 
di una direzione sono q4, m utuam ente prive di punti comuni, e ciascuna 
dotata di qz punti, si ricava che per ogni punto di Ü passa una ed una sola 
re tta  parallela alla direzione assegnata.

14. P r o p o s i z io n e .  A d  ogni punto di Q sono incidenti q* fi- q% -fi 1 rette.

Dimostrazione. Sia P un  punto di E: ad esso sono incidenti in S 
qé +  qz +  i rette; se P è reale e /  è una re tta  di 2 si ha:

in S  P 6 /  4==> in Q P e /H

e dunque a P sono incidenti in Q q*+ 1 rette; se invece P è non reale 
e 7 è una re tta  di 2  non di tipo 1 si ha:

in 2 P e 1 in O P € /H 

nel caso in cui invece /  è una re tta  di tipo 1 si ha:

in 2 P e 9t (/) <==» in Q P e lH

in 2 P € 3? (/) «=» in Û P e J H

e dunque anche in questo caso si ricava che le rette per P sono q4 -(- q% +  1.

R icordiam o che si dice spazio affine generalizzato di Sperner o S-spazio 
una stru ttu ra  affine d ’incidenza 3 =  ( ^ ,  ^  , */, lì) ove: 0* e St sono insiemi 
disgiunti, i cui elementi si diranno rispettivam ente punti e rette\ J  e una 
relazione binaria da P a R  detta incidenza e II è una relazione di R  in 
sé detta parallelismo\
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debbono inoltre essere soddisfatti i seguenti assiomi;

Sx) due punti distinti sono incidenti ad una ed una sola retta

5 2) ogni re tta  è incidente ad uno stesso num ero cardinale ( > 2 )  di 
punti, num ero che chiam erem o ordine dell’S-spazio;

53) il parallelism o è una relazione d ’equivalenza;

54) fissati com unque un  punto P ed una re tta  /  esiste una ed una sola 
re tta  parallela a /  ed incidente a P.

R isulta allora che ad ogni punto di un S-spazio è incidente lo stesso 
num ero cardinale di rette; nel caso finito, detto k tale num ero, e detto q l’or
dine dell’S-spazio, diremo che esso da dimensione regolare n se risulta

È im m ediato provare che un  S-spazio di dimensione regolare 2 è un 
ordinario piano affine (cfr. [1], [2]).

15. T e o r e m a .  f i  e un S-spazio d'ordine q% e di dimensione regolare 
eguale a 3.

Dimostrazione. Che fi sia un S-spazio d ’ordine q% lo si ricava dalle pro
posizioni precedenti; esso ha inoltre dimensione regolare: infatti detto k il 
num ero delle rette incidenti ad uno stesso punto si ha per la Prop. 14

h =  g'6— 1 __ (?2)3— 1 .
ü?2 ! g2 — I

Diremo che una so ttostru ttu ra f i ' di fi è un piano contenuto in  fi se risulta 
anch’esso un S-spazio, con ordine eguale all’ordine di fi, m a di dimensione 
regolare eguale a 2 (e quindi fi ' è un ordinario piano affine).

Se tu è un  piano di 2  indichiam o con f i^  la “ sottostru ttura ” di fi i cui 
punti sono i punti di tu in 2  e le cui rette sono del tipo lu con /  re tta di tu in 2 .

16. P r o p o s i z io n e .  Sia  tu un piano reale di 2 : allora f i |K è un piano di 
Hughes e pertanto fi contiene q3 T  q2 T  q piani di Hughes, e quindi in parti
colare tu è non desarguesiano.

Dimostrazione. La so ttostru ttura f i^  è il piano di Hughes regolare di 
ordine q2 (cfr. [2]). In  corrispondenza di ogni piano reale di 2 si ottiene dunque 
un piano di Hughes contenuto in fi; poiché i piani reali in 2 sono q3 +  q2, -f- q, 
se ne conclude che a ltre ttan ti. sono i piani di Hughes contenuti in fi.

Notiam o che in 2 esistono esattam ente q4 —  q piani privi di punti reali: 
essi sono tu tti e soli quelli di equazione del tipo

+  & =  o ove a , b , c e G F (q) , S € G F (q) .
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17* P r o p o s iz io n e . Sta  TU un piano di S  privo di pun ti reali', allora 
è un piano desarguesiano e dunque Q contiene q4 — q piani des argue si ani.

Dimostrazione. Le rette della sottostru ttura sono tu tte  del tipo /H 
con /  re tta  di 7u; m a tu possiede solo rette di tipo e O , ,  e dunque Qj„ è iso
morfo a tu, e quindi desarguesiano. D a quanto notato sopra segue dunque 
l’asserto.

18. P r o p o s i z io n e .  Sia n un piano di 2: allora Q |„ è un piano di Q se 
e solo se tu è reale o privo di pienti reali.

Dimostrazione. U n a  delle due implicazioni è provata dalle Proposizioni 
16 e 17. Supponiam o ora che Q [7T sia un piano di O e che tu sia dotato di punti 
reali: sia P uno di tali punti; allora per P passa almeno una re tta  /  di tipo 1 
contenuta in 7u; si ha allora che in sono contenuti i punti rossi di /  m a anche 
i  punti verdi di l , e dunque in tu deve essere contenuta tu tta  la re tta  l: pertanto 
tu risulta reale, perché contiene una re tta  e la sua coniugata. Con ciò l’asserto 
è com pletam ente dim ostrato.
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