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Logica matematica. — Problemi di decisione per algebre connesse 
a logiche a p iù  valori. N o ta (,) di D o n a to  S a e l i ,  presentata dal 
Corrisp. G. Zappa.

SUMMARY. — In this Note the L-chains elementary theory is proved to be decidable 
(cfr. [5]).

P remessa

Questa N ota riguarda il problem a di decisione per le teorie D e TC. 
I modelli di D sono le M V-algebre, legate al calcolo proposizionale a più valori. 
DC è una estensione di L  e i suoi modelli sono le M V -algebre linearm ente 
ordinate (D-catene).

Il problem a di decisione per DC viene ridotto a quello risolto della deci- 
dibilità della teoria dei gruppi abeliani ordinati, conseguentem ente si giunge 
alla decidibilità della teoria universale di L  e alla decidibilità del calcolo pro­
posizionale a più. valori.

i. T e o r ia  D: d e f in iz io n i  e p r o p r ie tà

Si considera il linguaggio elem entare dotato, come segni descrittivi di:

a) due costanti individuali; o e 1,

b) un simbolo funzionale binario: ~f~ ed uno unario:

e in questo linguaggio la teoria D col seguente sistema di assiomi:

ax (x - f -  y)  - f  ^  =  x +  (y  +  z)\
X  +  0  =  x \

<2 3 oc +  y  =  y  +  x\

<#4 *  +  1 =  1;

( * ') '  =  * ;

0 ' =  1;

x  +  x r =  1;

<%8 (x' +  y)'  +  y  = (x  +  y')'  +  x.

Direm o M V -algebra ogni stru ttu ra  (A , + / ;  0 , 1 }  che sia modello di D. 

(*) Pervenuta all’Accademia il 5 agosto 1975.
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Il sistema di assiomi ax —  a8 scelto per L  è lo stesso sistema usato in [5]; 
da ciò che segue si può notare che il sistema di assiomi (ridondante’) usato in 
[ i ] e equivalente ad ax — ag .

Richiam iam o brevem ente da [5] alcune definizioni e proprietà concer­
nenti le M V -algebre.

In  ogni M V -algebra (A , +  / ; o , i )  si possono in trodurre le operazioni: 

D e f in iz io n e  i . i .  x -y  =  (x '

D e f in iz io n e  1.2. x  V y  =  (x +  y ' ) f +  x>

D e f in iz io n e  1.3. x  A y  =  (V V y ') \  
e la relazione:

D e f in iz io n e  14. x < y \  sse x ' +  y  =  1 , (x , y  e A;.

LEMMA 1.5. In  ogni MV-algebra ( A  , +  / ;  o , 1} la relazione <  e di
ordine parziale e risulta compatibile con P operazione -f; inoltre per ogni x  € A
si ha\ o <  x  <  I .

LEMMA 1.6. In  ogni MV-algebra valgono le seguenti proprietà'.

a) x  +  y  =  o sse x  =  o e y  =  o;

b) o <  x  implica o < y  -j- x.

Lemma 1.7. In  ogni MV-algebra (A , +  / ;  o , 1 ) la struttura (A , V , A ; o , 1 ) 
risulta un reticolo (distributivo') (1) dotato di massimo e di minimo e Pordine 
parziale ad esso associato coincide con Pordine parziale <  già definito.

Conseguenza im m ediata dei lemmi precedenti è il

Lemma 1.8. In  ogni MSI-algebra valgono le seguenti proprietà'.

a) x  =  y  sse x'-fi y  =  1 e x  fi- y r=  1;

b) x ’ fi- y  =  i e x  fi- y '=  1 sse (xr fi- y ) r-fi (x fi- y r)!=  o;

c) x 1 fi- v — i e y 'fi- v =  1 implica (x V y ) r +  v =  1;

d) x  +  v '=  i e y  fi- vr=  1 implica (x A y)  +  vr=  1.

Possiamo provare ora il

LEMMA 1.9. In  ogni M V -algebra valgono le seguenti equazioni'.

a) x -fi(y  A z) =  (x-fiy) A (x+z);

b) x  • ( y  V z) — (x - y ) \ /  (x • z).

(1) La distributività segue dal Lemma 3.3.
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Dimostrazione', a) Si ha:

(* +  ( j 'A ^ )) '+ ^  +  )' =  ( / +  (yA ^)') '+  (^A ^)' +  ^ =  i ,

analogam ente

( t  +  (x  A *))' +  x  +  z =  i e per 1.8 d) (# +  (y  A z))r+ ( (x  + y )  A (A +  #)) =  i; 

inoltre

y  +  x  +  ((x +  y)  A (x +  # )) ' =  I e z  +  x  +  {(x +  y)  A (x +  # )) ' =  i

e per i .8 c) ( y r V z r)’ +  x  +  {(x +  y)  A (x +  z))r =  r
cioè

(y  A z) +  x  +  ((# +  y) A ( t  +  #))' =  i e per i .8 a)
h asserto.

b) D im ostrazione analoga alla precedente.

2. T e o r ia  DC. R e la z io n e  t r a  l e  D -c a te n e  e  i g ru p p i a b e l i a n i
ORDINATI

Chiamiamo DC la teoria estensione di D ottenuta aggiungendo l’assioma:

A) ( x + y '  =  0  V (xr +  y  ■= i) .

Diremo t - c a te n a  ogni M V -algebra che sia anche modello di DC.
E chiaro che le D -catene sono quelle particolari M V -algebre nelle quali 

la relazione d ’ordine <  è totale.
Ciò che segue in questo paragrafo è un breve richiamo di quanto esposto 

in [2] e riguarda i legami tra  le D -catene e i gruppi abeliani ordinati.
D ato un  gruppo abeliano, notato additivam ente, ordinato

* =  (G ; o),

e fissato un elemento positivo c di indicheremo con G [e] l’insieme di 
tu tti gli elementi 1 6 G  tali che o <  x  <  c.

Definiamo su G [e] le operazioni +  e ’ come segue:

<>* • / vx  +  y  .= m in (e , x  y) , x f =  c —  x  .

Demma 2.1. La struttura &G — (G [e] ,-f-,1 ; o , c) è una D—catena.

Sia ora sé  =  (A , +  / ; o ,  1) una D-catena; in Z x A  consideriamo le 
coppie del tipo (n , o) e quelle del tipo (m , 1), con m ,n  £ Z arbitrari; indi­
chiamo con A  l’insieme ottenuto da Z x A  m ediante l’identificazione:

(m  +  i , o) =. ( m  , 1).
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Su A* definiamo le seguenti operazioni:

A \ ( (m +  n x  +  y)  se x  +  y <  1

( (m +  n +  i , x  -y) se x- +  y =  1 ,

— (m , x) — (— m  — i , x ’) ;

e la seguente relazione:

(tn , x) <  (n , y)  sse m  <  n oppure m =  n e x  <  y  .

Lemma 2.2. La struttura sd* — (A* ; (o , o)) gruppo
ab eli ano ordinato.

LEMMA 2.3. Se ed è una Lr-catena, allora (&d*\o,i) è isomorfa ad sd; inoltre, 
Pelemento (o , 1) in sd ha la proprietà che per ciascun x t  sd*, vi è un n e Z 

^  (o , 1) <  x  <  (n +  1) (o , 1).
D ’altra parte, se dì è un gruppo ab eli ano ordinato e c un elemento positivo 

di dì tale che per ciascun x  e 27/ è un n £-TL tale che nc <  a; <  (n +  1) c, allora 
(dì ̂  £ isomorfo a dì.

C o r o l l a r i o  2.4. Sia dì =  (G ; <  ; +  , ■—• ; o) un gruppo abeliano 
ordinato e sia c un suo elemento positivo; (£?c)* e isomorfo al sottogruppo di 
dì generato da G[c].

3. D e c i d ib i l i t à  d e l l a  T e o r ia  LC

Il seguente Teorem a è una generalizzazione del Lem m a 7 di [2].

TEOREMA 3.1. A d  ogni enunciato oc della teoria LC corrisponde « effetti­
vamente » un enunciato oc* della teoria OAG, dei gruppi abeliani ordinati, tale 
che I— £c oc sse |— oag a .

Dimostrazione. Sia oc un enunciato della teoria LC e ß (A) la form ula di 
LC: (o <  oc) A (x <  1). Sia oc la relativizzazione di a a ß (#). (Osserviamo 
che: I—-te a sse |— ÈC a). Sia 3/ una variabile che non com pare in oc. Sia oc* la 
form ula della teoria OAG ottenuta da oc col seguente procedimento:

rim piazziam o in â  ogni occorrenza del simbolo 1 con il simbolo y, 
rim piazziam o in oc ciascuna espressione della form a v +  ? con l’espressione 
m in (v +  ? , y)  (« m in  » è ovviam ente definibile nella teoria OAG) e ciascuna 
espressione della form a con l’espressione y -—

Sia infine oc* il seguente enunciato della teoria OAG: \ /y  (y  >  o ->öc*). 
Proviam o che |-— oc sse |—-oag oc*.

In  prim o luogo osserviamo che se dì è un gruppo abeliano ordinato e c 
uri suo elemento >  o , ^  |z z  oc* [c] sse dìc |nz oc.

1) Sia I— £c oc. Per assurdo supponiam o oag  oc*: allora vi sono un 
gruppo abeliano ordinato ^  ed un suo elemento c > o  tali che & ÖL* [c\} 
quindi &c oc, ed infine [ /^ c  a contro l’ipotesi.
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2) Sia ora |—0 ag a*. Supponiam o |/ - t c oc: allora esisterà una L -catena 
30 che non soddisfa a; per il Lem m a 2.3 (30* \Otl) non soddisfa oc quindi 
30* [96 ä* [(o , 1)] ed infine |/o a g  a*, contro l’ipotesi.

Sappiam o che la teoria OAG è decidibile (cfr. [4]), segue così il 

C o r o l l a r i o  3.2. La teoria LC è decibidile.

Richiam iam o ora due risultati rispettivam ente da [2] e da [3];

Lemma 3.3. Ogni MV—algebra è prodotto sottodiretto di 11-catene.

Lemma 3.4. Se la teoria di una classe K di modelli è decidibile anche la 
teoria di tutti i prodotti diretti di modelli di K è decidibile.

Segue così il

COROLLARIO 3.5. La teoria universale di L  e decidibile.

Infine per ciò che riguarda il calcolo proposizionale ad infiniti valori 
osserviamo che da quanto esposto nel § 2 di [1] segue che ad ogni enunciato 
A  del calcolo si può associare una equazione a di L  tale che: |—  A sse |-—Loc; 
dal Corollario 3.5 segue così la decibidilità del calcolo.
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