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Ferie 1975 (Settembre—Ottobre)

(Ogni Nota porta a pie’ di pagina la data di arrivo o di presentazione)

SEZIONE I

(Matematica, meccanica, astronomia, geodesia e geofisica)

Matematica. — /7 grupp: finiti il cui reticolo dei sottogruppt é un
prodotto subdiretto ®. Nota © di FEDERICO MENEGAZZO, presentata
dal Socio G. Scorza Dracont.

SUMMARY. — We determine the finite groups whose lattice of subgroups is a subdirect
product of lattices; the main tool we use is the treatment of L-homomorphisms of finite groups
made by G. Zappa in [2].

Un teorema ben noto di M. Suzuki ([1], p. 5) descrive i gruppi il cui reticolo
dei sottogruppi ¢ un prodotto diretto; in questa Nota si determinano invece
i gruppi finiti il cui reticolo dei sottogruppi & un prodotto subdiretto: la descri-
zione, piuttosto complicata, & nel Teorema del n. 2. ‘

Lo strumento principale per ottenere il risultato qui esposto & lo studio
fatto da G. Zappa in [2] dei gruppi finiti il cui reticolo dei sottogruppi & dotato
di un omomorfismo proprio.

1. SeL,L;(Z€l;]|I]>2) sono reticoli, una rappresentazione di L
come prodotto subdiretto degli L; ¢ un omomorfismo reticolare iniettivo

¢:L - XL; dove X L, indica il consueto prodotto cartesiano.dei reticoli L;,
- tel iel

tale che, detta =;: X L; = L; la j—esima proiezione (s € I) , ¢=; sia una surie-

el ) PR

zione. Equivalentemente, una rappresentazione di L. come prodotto subdiretto

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivitd dei gruppi afferenti il Comitato per la
matematica del C.N.R.
(**) Pervenuta all’Accademia il 22 settembre 1975.
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degli L; puo essere definita come una famiglia {¢;: L —1,;};c; di omomor-
fismi reticolari suriettivi tale che se x,y €L, x% = 3% per ogni 7 €I, allora
x = y. Ogni reticolo L. ammette rappresentazioni come prodotto subdiretto;
ad esempio, se L' = {O} & un reticolo costituito dal solo elemento O, la mappa
i:L—LXL" tale che #*= (x,0) & una tale rappresentazione; lo stesso
dicasi per la mappa §:L —LxL definita ponendo 2° = (x,x). Per evitare
tali casi banali, diremo che la rappresentazione ¢ di L come prodotto subdiretto
dei reticoli L; & propria se, per ogni j €I, om; & omomorfismo proprio, ciod
se ¢m; non ¢ né iniettivo né nullo. Un caso notevole di rappresentazione propria
come prodotto subdiretto si ottiene quando il reticolo L, dotato di massimo
I e di minimo O, possiede un elemento neutro # diverso da O e da I; in tal caso
infatti ponendo x* =xAu e x®™=xVu si ottengono due omomorfismi
propri ¢y : L — [#/O] e ¢p: L — [I/«] tali che da 2™ = 5™ e ™ = y® segue
x = y. Vale inoltre la seguente proposizione, di dimostrazione ovvia:

PROPOSIZIONE. 7/ reticolo 1. ammette una rappresentazione propria come
prodotto subdiretto di un numero finito diveticoli se e solo se 1 ammette una tale
rappresentazione con due soli fattori; se L ¢ finito L ammette una rappresenta-
zione propria come prodotto subdiretto di reticoli se e solo se L ammette una tale
rappresentazione con due fattori. '

Sia ora G un gruppo; diremo che G & reticolarmente un prodotto sub-
diretto se esiste una rappresentazione propria del reticolo Z(G) dei sotto-
gruppi di G (rispetto alle operazioni di reticolo consuete) come prodotto
subdiretto di reticoli.

LEMMA. Siano G un gruppo finito, o: L (G)—~L un omomorfismo di
reticoli. o & iniettivo se e solo se, fissato un sistema completo & di sottogruppi
di Sylow di G, per ogni sottogruppo di Sylow S di & la restrizione di o ad
ZL(S) ¢ iniettiva.

Dimostrazione. La condizione & ovviamente necessaria. Per la sufficienza,
supponiamo che ¢ non sia iniettivo, e siano A, B € £ (H) tali che A < B,
A® =B° Se p & un numero primo che divide |B:A|, esiste un p-sotto-
gruppo di Sylow T di B non contenuto in A. Risulta A°V T° = A°, cioé
T° < A®% dacui (AAT)’ =A°AT°=T" Se S & un p-sottogruppo di Sylow
di G contenente T, i sottogruppi AAT e T di S sono distinti ma hanno la
stessa immagine tramite 6. Non pud essere S° = 1° perché S sarebbe conte-
nuto nel nucleo inferiore E di ¢ come tutti i suoi coniugati, quindi ¢ induce
su Z(S) un omomorfismo proprio. Se S fosse un gruppo generalizzato dei
‘quaternioni, sarebbe normale e quindi in %, oppure il centro di S coinciderebbe
con SAE=S°AE per ogni x €G [1, Prop. 3.7, p. 71], e ¢ non sarebbe
iniettivo sul reticolo di un elemento di .#. Resta che S sia ciclico, con comple-
mento normale K [1, Prop. 3.5, p. 70]; se g € K & tale che S’ € &, risulta
(AATYVK) = (AAT)VK)" = (TVK)® = (T VK)°, da cui (A AT))° =
= ((AANTYVEKIAS)H = (T VKIASY)® = (T%°, e la restrizione di ¢ ad

Z (S’) non sarebbe iniettiva, contro Iipotesi.
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2. I gruppi finiti che sono reticolarmente un prodotto subdiretto sono
descritti dal seguente:

TEOREMA. Sia G un gruppo finito. G & reticolarmente un prodotto
subdiretto se e solo se G = (Ay X Ay XB)C con Ay, A, , B, C sottogruppi di
G con gli ordini a due a due primi tra loro, A, , Ay ¢ B normali in G e inoltre

1) Ay=B =1, C ciclico o 2-gruppo dei quaternioni generalizzato,
Cc(A) #1; se Ay =1|C | non & un numero primo; oppure

i) Ay = Ay, =1, 7/ 2-sottogruppo di Sylow di B ¢ generalizzato dei
quaternioni e il suo sottogruppo di ordine 2 é nel cemtro di B ,C ciclico, esiste
un primo p ed una coppia di sottogruppi U,V del p—sottogruppo di Sylow
Cp di C tali che |V:U|=p,%s(U)=%s(V),UsU) =WUp(V); oppure

iii) Ay = Ay =1, C ciclico, esistono due primi p, e p, ¢ due diverse
coppie Uy, N di sottogruppi dei pi—sottogruppi di Sylow C,, di C tali che
IVi:Us | =2, € (V) = (Uy) , Us (V) = Us (U;) (F=1,2); oppure

iv) Ag=1,A:# 1,8 come in ii), C ciclico, per ogni p—sottogruppo
di Sylow Cy di C €p(c, (Ay) = €5 (Cp), U (bc, (A) = s (Cy); oppure

v) Ap=1,A# 1, B#1, C ciclico, per ogni p-sottogruppo di
Sylow C, di C €y (%c s (A1) = €5 (Cp) , U (B¢, (A)) = Up (Cy), ed esiste un
primo p ed una coppia di sottogruppi U ,V di Cc,(Ay) tali che |V :U|=p
¢s (U) = %8 (V), s (U) = Ug (V); oppure

vi) Ay #1,Ay%# 1, C ciclico, G = € (Ay) € (Ay), per ogni p—sotto-
gruppo di Sylow C, di C g (%c,(A;) = %5 (Cp), Us (Gc, (Ay) = U3 (Cp)
G=1,2)Wm

Dimostrazione. Sia ¢: % (G)—L; XL, una rappresentazione propria
di Z(G) come prodotto subdiretto; poniamo ¢; = ¢m; ( = 1, 2). Supponiamo
dapprima che G abbia un 2-sottogruppo di Sylow S generalizzato dei quater-
nioni, e che I'immagine di % (S) tramite uno dei ¢;, ad esempio ¢,, sia una
catena di lunghezza 1. In questo caso, detto Z il sottogruppo di ordine 2 di S,
Z sta nel centro di G e G ha 2—complemento normale T ([1], prop. 3.6, p. 70
e Prop. 3.7, p. 71); posto ciot A; =T ,C =S si ottiene la decomposizione
prevista al punto 1). Supponiamo ora che G abbia un 2-sottogruppo di Sylow
generalizzato dei quaternioni, che uno dei ¢;, ad esempio ¢,, subordini su
Z(S) un omomorfismo proprio, ma che l'immagine di % (S) non sia una
catena di lunghezza 1 né mediante ¢, né mediante o,.

E noto (sostanzialmente contenuto ad esempio in [2]) che allora, detto
ancora Z il sottogruppo di ordine 2 di S, ¢ Z¥ =0 e, se X,Y sono
sottogruppi non identici di S, distinti, X% £ Y®; Z sta nel centro di G
([1], Prop. 3.6, p. 70).

(1) S. X,Y sono sottogruppi del gruppo G, con U, (Y) denotlamo Pinsieme dei
sottogruppi di X normalizzati da Y.
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D’altra parte Z* # o e anzi ¢, subordina su £ (S) un isomorfismo. In
base a [2] possiamo affermare che i p—sottogruppi di Sylow di G la cui imma-
gine tramite ¢; ¢ O costituiscono un sottogruppo normale di Hall A;; i p-sotto-
gruppi di Sylow di G (tra i quali S) sul cui reticolo ¢, subordina un isomorfi-
smo costituiscono un sottogruppo normale di Hall B; A, AB =1; A, X B
ha complemento ciclico C e sono soddisfatte le rimanenti condizioni previste
in i) se A; =1 (& sufficiente scegliere U,V tali che 1<U< V<G,
U =V™) o in iv) se A, # I.

Possiamo ora supporre che o G non abbia 2-sottogruppi di Sylow che
sono quaternioni generalizzati, oppure né ¢, né ¢, inducano sul reticolo di tali
sottogruppi un omomorfismo proprio.

In queste ipotesi, diciamo P I'insieme dei numeri primi p tali che esista
un p-sottogruppo di Sylow di G sul cui reticolo ¢; o ¢, induca un omomorfismo
proprio. Ogni p-sottogruppo di Sylow di G con p € P & ciclico e ha comple-

mento normale T,; poniamo T = AT, ;T ha allora complemento ciclico C.
peP

I p—sottogruppi di Sylow di G la cui immagine tramite ¢; & O costituiscono un
sottogruppo normale di Hall A;<T (/=1,2);( A NA)Y" =1% (=1, 2)
comporta Ay A Ay = 1. 1 p-sottogruppi di Sylow di G sul cui reticolo o,
subordina un isomorfismo costituiscono un sottogruppo normale di Hall B,
(f=1,2); e sia. B=B,AB,. Risultax A;XxB<B,, A, xB<B,,
T=A, XA, XB.

Distinguiamo ora diversi casi:

a) Ay=A,=B=r1: poiché G=C e Z(C) possiede un omomor-
fismo proprio, |C | non pud essere un numero primo, e G verifica i);

6) Ay =B =1, A, # 1; il nucleo superiore G¢” di ¢, & un sotto-
gruppo normale non identico, con A; AG{ =1; & pertanto G’ < C,
1< Gy<%:(A) e G verifica ancora i);

o) A=A, =1 » B # 1; ¢; induce un omomorfismo proprio su un
pi—sottogruppo di Sylow C,, di C; se U;, V; sono sottogruppi di C,, tali che

'Vi : Uz [ == ?i € Uft = Vfi, allora %B <V,L> == %B (U,L) y I/IB (Vq) - I/IB (U,A)
(@=1,2) [2]; se U=V} certo U{*# V{*: G soddisfa ii);

d) Ay =1,A;#1,B # 1: per ogni p-sottogruppo di Sylow C, di
C & (G’ ACY™ =Cf*, G’ AC, < %c, (Ay), quindi Gc, (AD® = C' da cui
[2] €5 (%c,(A)) = %5 (Cp) , U (%c,(A) = Hp(C,); inoltre esiste un p-sotto-
gruppo di Sylow C, di C sul cui reticolo ¢, induce un omomorfismo proprio;
se U,V sono sottogruppi distinti di C, tali che U =V®, non possono
essere entrambi > %c, (A;), perché altrimenti sarebbe anche U® = V%
¢ chiaro allora che U,V possono essere scelti < %c,(Ay) e G verifica v);

¢) Ay=1,A,# 1,B % 1: ci si riconduce al caso precedente scam-
biando ¢, con @,;
, ) Ai#1, Ay# 1 come in @) (Go” AC,)™ = G, €c, (A)™ = CJf
da cui %B (%Cp (A.,)) = %B (Cp> s I/IB (gcﬁ <A1,> = I/IB (Cp>; se pOl gcﬁ (A1> 7& Cp
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non puo essere %c,(A,) # Cp, altrimenti, detto M il sottogruppo massimo
di C,, sarebbe M®™ = Cj*, M* = C;*; cio¢ % (A, %¢ (A)>C e G
verifica vi).

Viceversa, supponiamo che G abbia la struttura descritta nell’enunciato.
e costruiamo, nei vari casi previsti, una coppia di omomorfismi reticolari che
fornisca una rappresentazione propria di % (G) come prodotto subdiretto,

'Se G wverifica i) e U & un sottogruppo di ordine primo di %c (A,),
U ¢ neutro in £ (G) ([1],, Th. 12, p. 79) e la rappresentazione & stata
descritta al n. 1.

G verifichi ii): detto Z I'unico sottogruppo di ordine 2 di B, ¢:.% G)—
— Z(G/Z) dato da X° = XZ|Z & un omomorfismo proprio ([1], Th. 13,
p- 79). Se H, K sono due sottogruppi di C, H=1IH,, K = IIK, le rispet-
tive decomposizioni primarie, diciamo H ~K se H, = K, per ogni primo
g # p e inoltre H, =K, oppure H,=U , K, =V oppure H,=V, K,=U.
Siamo poi X ,Y sottogruppi di G; essi possono essere rappresentati come
X=XAB)X;,Y=(YAB)Y; con | X,| e |Y,| divisori di |C|; diremo
X=Y se XAB=YAB ed esiste 6€B tale che X!~ VY’ = ¢ una
congruenza in #(G) e la mappa 7 che ad ogni sottogruppo di G associa
la sua classe di congruenza & un omomorfismo proprio ([2], pp. 91 e
seguenti). Se X, Y €Z(G), X # Y,X =Y’ allora & X =YX Z oppure
Y =XXZ; in entrambi i casi XAB# YAB e quindi X" # Y": la
coppia ¢, 7 ¢ quella cercata.

G verifichi iii): se H, K sono due sottogruppi di C, H = ITH,, K =1IK,
le rispettive decomposizioni primarie, diciamo H ~; K se H, =K, per ogni
primo ¢ # p; e inoltre H, = K, oppure H,, =T, , K,, =V, oppure
Hy, =V;,K,,;=U,;. Se poi X,Y€Z(G), rappresentatili nella forma
X=XAB)X,, Y= AB)Y, con |X,| e |Y,| divisori di [C|, po-
niamo X =;Y se XAB=YAB ed esiste 6€B tale che Xt~ Y8
(z=1,2). =, e =, sono congruenze in #(G), la mappe 7, e 7, che ad
ogni elemento di £ (G) associano la propria classe di congruenza rispet-
tivamente modulo =; e =, sono omomorfismi propri; da X =,V e X =, Y
segue X = Y: la coppia 1, 7, fornisce la rappresentazione cercata.

G verifichi iv): detto ancora Z I'unico sottogruppo di ordine 2 di B,
6:Z(G) > Z(GJZ) dato da X°=XZ/Z & un omomorfismo proprio.
Poniamo poi A, g (A;) = A; X Ny; risulta 1<B <N, <G; 7: Z(G)—
Z (N,) dato da X" = X AN; & un omomorfismo proprio ([1], Th. 11, p. 75)
e o, forniscono la rappresentazione cercata.

G verifichi v): posto ancora A, %G (A;) = A; X Ny, risulta 1< B <N, < G
e 0:Z(G)—~>Z (N dato da X=X AN; & un omomorfismo proprio.
Se H, K sono sottogruppi di C, H = IIH,, K = IIK, le rispettive decom-
posizioni primarie, diciamo H ~ K se H, = K, per ogni primo ¢ # p e
inoltre H, = K, oppure H, =U, K, =V oppure H,=V, K, =TU. Siano
poi X,Y € Z(G) rappresentati nella forma X = (X AA;) (XA B)X,,
Y=YANA)(YAB)Y; con |X,],]|Y,] divisori di |C|; diciamo X =Y



218 Lincei — Rend. Sc. fis. mat. e nat. — Vol. LIX - Feric 1973

se XAA, =YAA,,XAB=YAB ed esiste 5€B tale che X’ ~Y) =
¢ una congruenza in % (G) e se per ogni X € £ (G) diciamo X" la sua classe
di congruenza otteniamo un omomorfismo proprio. Se X ,Y € Z(G),
X#Y ma X"=Y", allora X; ed Y, sono contenuti in %c,(A;) <Ny,
X=XANA)XXAN),Y=((YAA)X(YAN)) e dunque X° =X AN, #
# YAN; =Y’:0,r forniscono una rappresentazione propria di Z (G)
come prodotto subdiretto.

G infine verifichi vi): posto A; % (A;) =A; X N;, ¢ 1<A; <N, <G;
c;: Z(G)—>ZL(N;) dato da X=X AN; & un omomorfismo proprio
(Z =1, 2). Osserviamo ora che, se S & un arbitrario p-sottogruppo di Sylow
di G, risulta S<N; oppure S< N,: la cosa ¢ ovvia se S<<A; XA, XB =T;
altrimenti ST/T < (N; T/T) (N, T/T) = G/T che, essendo ciclico, ha il
reticolo distributivo; allora ST/T = (ST/T AN, T/T)- (ST/TAN,T/T) e
quindi per un indice ¢ ST<N; T = A; X N;, da cui S<N;. Ma allora
I'omomorfismo © di £ (G) definito ponendo X* = (X, X*) € Z(N,) x Z(N,)
¢ iniettivo su tutti i sottogruppi di Sylow di G, ed & dunque iniettivo,
a norma del Lemma del n. 1, il che conclude la dimostrazione.
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