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Analisi matematica. — Swlla capacita di determinazione delle
soluziont di un sistema costituito da certe equazioni integro—differenziali
non lineari di dimensiont diverse tra di loro e con derivate totali di
Picone. Nota @ di Lronipa EvuceEnio KRrivosHEIN @, DEMETRIO
MAaNGERON ® e MEHMET Namik OGUzTORELI @, presentata dal

Socio M. Picone.

ALl llustre geometra belga Lucien Godeaux
con infinito rimpianio

RESUME. — Les Auteurs, tout en continuant la série de leurs travaux consacrés a I’étude
de différents systémes différentiels possédant la structure complexe [1]-[4], dont le sujet
a été proposé par PAcadémie Royale des Sciences de Belgique, exposent dans ce qui suit des
théorémes d’existence, d’unicité, de stabilité et d’évaluation des erreurs commises, si I’on se
ferme a des solutions approchées, concernant un systéme constitué des équations intégrodif-
férentielles non linéaires de dimensions différentes et aux opérateurs de dérivées totales de
Picone [5]-[8].

1. 1l rapidissimo aumento odierno dei modelli matematici vieppili com-
plicati di vari fenomeni della natura richiede assai spesso, come lo sottolinea
E.C. Zeeman nella sua conferenza plenaria quale invitato al pili recente
Congresso Internazionale dei Matematici tenutosi a Vancouver [9], lo sta-
bilirsi dei teoremi di esistenza e di unicitd per un cospicuo numero di tali
modelli che s’inquadrano oggidi nel tema di studio dei sistemi differenziali
di struttura composita proposto dalla Reale Accademia delle Scienze del
Belgio. Gli Autori, continuando la loro serie di lavori dedicati all’esame
di vari sistemi differenziali con struttura composita [1]-[4], espongono in
cid che segue teoremi di esistenza, di unicita, di stabilitd e di valutazione degli
errori commessi se ci si ferma alle soluzioni approssimate concernenti un
tale sistema, costituito da certe equazioni integro—differenziali non lineari,
di dimensioni diverse tra di loro e contenente operatori di derivate totali di
Picone [5]-[8].
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2. Si consideri il seguente sistema di equazioni integro—differenziali
non lineari in due e, rispettivamente, una sola variabile indipendente
(1) M? [u (v, £)] =
r[z,y@)] s[t,2(0)]

=f[x,t,zi(x,z‘),f%'(x,i,i,y(i),u(E,t))di,fN(x,t,r,z(r),u(x,r))dfr] =

=Aly,z,u],
r[z,y(@)]
(2) y<x)=F[x,y(x>,fQ(x,i,y(@)di] = B [y],

a

le funzioni incognite # (x,#) e y (x) essendovi sottoposte alle condizioni di
frontiera

b

WD =g oy (D], wl@H—y [t,fw,a,y ®) da] ey

(3) Uy (@, ) =0alt, 2], w(r,0)=A[r,y@)]
u (=, °‘>|x=a =u(a, ¢>lt=a =P, [”alc (a :t>]tllt=a = [”; (%, “)]a,c’x=a =

=M [« (a,0)] = p.,

Poperatore M? [-] & quello di derivata totale di second’ordine di Picone e
f(x,z‘,vl,‘vg,vg),f(x,z‘,ﬁ,v4,z;5),r(x,vg),N(x,t,'r,ve,v.,),s(x,vg),
Fx,v,v0), A, ), o (t,v9),Q(x,8,0,),P(x, £, v,) sono funzioni note,
continue e lipschitziane rispetto ai parametri v; (/ = 1, 10) nel dominio

Qz{agx,i,r(x,vs)gé,agt,r,s(t,vg)_<_y,o§|vi[grizconst,

i=1, 10},

mentre le funzioni o (¢, 2), F (x,9,2y) € A(x, ) vi sono inoltre conti-
nuamente differenziabili rispetto a tutti i loro argomenti e la funzione
Q (x, %, vy possiede la derivata continua rispetto ad x, (x,€,7,) €D e p,, p»
sono numeri costanti. Siano L (x ,#) , ( =1, 2, 3), Liw(x,2,8),Lix(x,2,7),
(]: I, 2)’; Lr<x> ’ Ls <x> ’ LiF (x), (z': I, 2)! LQ (x ’ E,.) ) Ly (t ’ E) ’ LA<x> € LG (ZL)
funzioni di Lipschitz corrispondenti, continue e non negative nel 9.
Esaminiamo la capacita di determinazione delle soluzioni (x,2) €
€C*[2,6] X [, Y)CP ey (x) €C' [a, 6] C D del sistema (1)—(3)-
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3. ESAME DELL’EQUAZIONE INTEGRO-DIFFERENZIALE (2)

In seguito del fatto che I'operatore non lineare B [-] da luogo, per ogni

paio di funzioni arbitrarie 7, (x), 7, (x) appartenenti alla classe C' [« , 4] C 2,
all’ineguaglianza

) I B[7]—B 7]l <

e, g1@)]

sww@o+uﬂﬁLﬁ@@@ma+L@mQ@pa%mMM%—wma

=Lkl 7—7ll,

si conclude che I'esistenza e l'unicity di una soluzione y (x) € 9, continua e
continuamente differenziabile ¢ assicurata non appena sia soddisfatta la condi-
zione £, < I e tale soluzione pud essere costruita tramite la successione

(5) y’n(x>:B[yn—l]:n=I’Z""’imyn(x):y(x)»
poiché

© lyn@—y@I<Alyo@—By]ll: (1 —4k) = Ri,nl_i:r; R, = o.

4. STUDIO DEL PROBLEMA INTEGRO-DIFFERENZIALE (1), (3)

Una volta costruita, nelle condizioni di cui sopra, la soluzione y (x) del-

I'equazione (2), trasformiamo il sistema (1), (3) nell’equazione integrale equi-
valente '
b

D ux,)y=9[x,y®]+¢ [z‘,fP(t,E,y(ﬁ))dE] — 1+ {elt,z2()]—
—ofa,z(W]} (r—a) +{Alx,y ()] —Ale,y (@]} t—o)—(x—a) (t—a) po+
+ ff (—n)@E—0)Aly,z,4]d0dn=H [y, 2z, u].

Siccome, per ogni paio di funzioni %, (x, £) , %, (x , #) continue nel 9, 'opera-
tore H [ - ] soddisfa all’ineguaglianza

®) IHy,2, @] —Hy,z,a]| <
P rin,u(m)]
= H ff(x—"’o (¢—90) {Llf("’] ' 0) +Lar (v, 6) f Lox (v,0,8) dE +
B 510,2(0)] * _

+ Las (0, 6) f Lan (n,e,'r)d'r}dedn“ Ny — | =l - |y — 4],
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si pud enunciare il seguente

TEOREMA 1. [/ sistema integro—differenziale non lineare (1), (2) possiede,
nelle ipotesi di cui sopra, per ky < 1 che ci assicura la validita nel 9D del prin-
cipio di punto fisso di Banach, una soluzione ed una sola, u (x ,¢) € C**[a, 6] X
X [a,v], e tale soluzione si ottiene a meno di un e > o prefissato, tenendo
presente ['ineguaglianza

(9) |]'u(x,l‘)——ui(x,z‘)|[ ,<_k§|[u0(x,z)——H v,e,u]l:(0—4) zk§~ro,

non appena si prende

i >1In(c:7y) :1n Ay,
essendo
(10) | w (e, ) =H [y, 2, ul, P=1,2,
in seguito al processo

hm ui<x1t>=u<x)j>‘

5. IL PROBLEMA ANALOGO AD (1), (2) CORRISPONDENTE
AD UNA SOLUZIONE APPROSSIMANTE 3, (x)

Procedendo in modo affatto analogo a cid che si & fatto sin’ora, si conclude
che, per 4, < 1, il nuovo sistema integro-differenziale non lineare
(11) M? [w (x,2)] =
712, Yn(@)]

=f|:x,z‘,w(x,z‘)‘, f %(x,t,i,y(ﬁ),w(i,t))di,

i [{ 12n()]

J N(x,t,r,zn(r),w(x,*r))dr],

o

5

| w(x, ) =09 [x,y, ()] rw(‘z!t):Zn(t);Lp [t"fP (.8, &) dg]’

(2 Nwi@,n=alt,m @O w @, @ =A@,
w (x ’ a) ’a::a =w (d ’¢> 1t=a = Ps3, [wﬂ; (a ) t)]t, lt'=0< =

= [ (¥, Dl fema =M [w (e, )] = p,

2. — RENDICONTI 1975, Vol. LIX, fasc. 1-2.
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ff(n—-@ O —2)x

[0, Y ()] 8[0,2,,(0)]

{Llf<n’e> ‘{—L2f<n,9)fL2x‘<7] ,O,E) dE_.-*-L;;x‘ngN (’Y] ,O,T) d’C} dﬂdy H<I,

possiede, per

<I3> 'ézn =

una soluzione ed una sola w (x,7) €C**[a, 8] X [«,Y]C2 e questa solu-
zione pud essere costruita tramite il metodo di approssimazioni successive

<I4> wk<x’t>=H[ynvzn:wk—l]: k=192:"‘
avendosi finalmente

limewy (x,8) =w(x,?), V(x,%) €.

k—>o0

6. DERIVAZIONE DELLE FUNZIONI #% (x,#) e w(x,?)
In questo ordine di idee si perviene all’ineguaglianza

Voo(e, ) —w (&, ) = H [y, 2,4l —H [3,, 5, @] || <

. I3 I
<@t [Levet Loy [Lepar

+u@ﬂw@fhwﬁwﬂ@—@+

FEa@®) +La@IC¢—)| -1y @) —2a @) | + | 22— 251l +

Tl —a)§—0) [ p—p| +

+]| af“f (x—'f)) (—0) {Llf(y],e”u(.,)’e)_w@ L 0) | +

7[0,¥5(0)]

+w@@{fmwmm®u®amm+

a

—%mmfwma%mﬂ+
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5[0,2,(0)] 4

+L3f<”’),6){ j [L1N<”],9,T)L¢<T>fLP<T’E>d&I[yﬁyn[|+
+L2N<n,e,v>nu—wnde+

+L,<e>u<r>fLp<r,a>dzny—ynu-uN<n,e,v,ve,w)n}}dedan

Shlly—wll + Al u—w],
ove &4, 45 sono numeri reali noti, e ne risulta pertanto, per 45 < 1,

(15) loe(x,8) —w(x,d)|| < AyRu: (1 — &)

7. Si consideri adesso, essendovi valide le diseguaglianze di qui sopra,
una soluzione approssimante I'unica soluzione w (x, #) del sistema (11), (12)
e sia (14) wpy(x,?) =H [y,,2,,w44], £=1,2,---, tale soluzione. Si
ottiene allora

(16) llw(x,8) —wi(x, )| < Kllwo (x,2) —H [ya, 20,200 | : (1 — &) = R}
e si ha per conseguenza, dalle (15) e (16),

(7)) Mu@x, ) —w @, Dl <llu(x,t)—w @, Ol +llw, ) —w (x, )| <
<R, +Rf, lim (R, +RE)=o0.
k.

n,k—>00

Le (15) e (17) permettono di valutare la correttezza della soluzione del pro-
blema (1)~(3) di fronte alla funzione y (x).

8. STUDIO DELLA STABILITA DEL PROBLEMA (1)—(3)

Si considerino, per fissare le idee, le « perturbazioni» delle funzioni
6 (¢,vy) € A(x,v) tali che si abbia
lo @, o) —o(t, )| 4O +hO]0—0],
A, o) — A (x,00) | <7 (@) + 7 (@) |os—5 |,

ove v3,v5€,9D e 5i (), boyi (x) (2 =1, 2) sono funzioni note, continue e non
negative nel dominio &, mentre si conservano tali e quali le altre funzioni
note che figurano nel sistema (1)—(3). Il sistema « perturbato », essendo g (x , )
la nuova funzione incognita, si scrive

(18) M [g(x, 0] =Aly,z, ],
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! b
g(x,oc)ch[x,y(x)],g(a,l‘)=z(z‘)=tl.»[t,fP(z‘,Z,y(E))dE],
(19) (g (@, H)=0,(t,20], g (x,0)=A[x,y®],

£ 0)ema =g (@, 0)-a=p1, [£, (@, Diliea =12, (¥, 0)]eeme=
| =M [g(a,0)]=7}.

Prendendo in esame l'equazione integrale non lineare equivalente al siste-
ma (18), (19).

b
(200 g@x,H=elx,y@®]+Y [f,fP(l‘,E,y(i))dE] — 2+

Ho 2Ol — o [2, 2 (O} G— @)+ (A [x, ¥ (W] — A [a, ¥ @]} (¢ — o) —

x i
~

=@ —Dh+ [[ G0 AL 2 b,

a o

se ne deduce il seguente

TEOREMA 2. Nelle condizioni di cui sopra il problema perturbato (18),
(19) possiede, per ky <1, una soluzione ed una sola g (x,t¢)€C®?[a,b] X
X [, ¥] ed il modulo della deviazione tra la soluzione perturbata g(x 1) e
quella iniziale u(x ,t) soddisfa alle ineguaglianze

o, )—g@, DI <14O@E—a) + 1) t—aw) || +
== o=t + hllul, ) —g@, O =T+ k|u—g|

(21) @, ) —g @, O <T:(1—4&)

e pertanto decresce simultaneamente con i moduli delle funzioni ||, (2)||, ||/;(x)||
e con il valore assoluto della differenza | py— py|.

Osservazioni. 1) La determinazione delle soluzioni approssimate dei
sistemi di cui sopra pud essere conseguita con vari altri metodi, come, per
esempio, il metodo escogitato dall’A. Kutanov [10].

- 2) Si pud pervenire alle equazioni integrali equivalenti coi sistemi or
ora esaminati utilizzando i procedimenti esposti nella Nota [11].

3) In uno dei nostri prossimi lavori da inserirsi nel Bollettino dell’ Istituto
Politecnico di lagi si esporranno, oltre alcuni dettagli algoritmici e qualche
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nuovo risultato concernente il sistema differenziale con strutture composite
(1)=(3), i programmi del calcolo delle soluzioni di certi sistemi particola-
rizzati del tipo (1), (2), (3) ma pur contenenti funzioni incognite nei limiti
d’integrazione, facendo uso delle calcolatrici elettroniche.

4) Si suppone che gli operatori A, B, H trasformano i domini corri-
spondenti nelle loro parti.
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