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Analisi matematica. — Sulla capacità di determinazione delle 
soluzioni di un sistema costituito da certe equazioni integro—differenziali 
non lineari di dimensioni diverse tra di loro e con derivate totali di 
Picone. Nota (<,) di L e o n i d a  E u g e n i o  K r i v o s h e i n  (1), D e m e t r i o  

M a n g e r o n  (2) e M e h m e t  N a m i k  O g u z t ö r e l i  <3>, presentata dal 
Socio M . P i c o n e .

Â W  Illustre geometra belga Lucien Godeaux 
con infinito rimpianto

Résum é. — Les Auteurs, tout en continuant la série de leurs travaux consacrés à l’étude 
de différents systèmes différentiels possédant la structure complexe [1 ]—[4], dont le sujet 
a été proposé par l’Académie Royale des Sciences de Belgique, exposent dans ce qui suit des 
théorèmes d’existence, d’unicité, de stabilité et d’évaluation des erreurs commises, si l’on se 
ferme à des solutions approchées, concernant un système constitué des équations intégrodif- 
férentielles non linéaires de dimensions différentes et aux opérateurs de dérivées totales de 
Picone [5}-[8].

i. Il rapidissim o aum ento odierno dei modelli m atem atici vieppiù com
plicati di vari fenomeni della na tu ra  richiede assai spesso, come lo sottolinea 
E. C. Zeem an nella sua conferenza plenaria quale invitato  al più recente 
Congresso Internazionale dei M atem atici tenutosi a V ancouver [9], lo sta
bilirsi dei teoremi di esistenza e di unicità per un cospicuo num ero di tali 
modelli che s’inquadrano oggidì nel tem a di studio dei sistemi differenziali 
di stru ttu ra  composita proposto dalla Reale Accadem ia delle Scienze del 
Belgio. Gli A utori, continuando la loro serie di lavori dedicati all’esame 
di vari sistemi differenziali con stru ttu ra composita [ i]- [4 ], espongono in 
ciò che segue teoremi di esistenza, di unicità, di stabilità e di valutazione degli 
errori commessi se ci si ferm a alle soluzioni approssim ate concernenti un 
tale sistema, costituito da certe equazioni integro-differenziali non lineari, 
di dimensioni diverse tra  di loro e contenente operatori di derivate totali di 
Picone [5]—[8]. (*)

(*) Pervenuta all’Accademia il 3 luglio 1975.
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2. Si consideri il seguente sistema di equazioni integro-differenziali 
non lineari in due e, rispettivam ente, una sola variabile indipendente

( O M 2 [u (x , /)] =

r[x,y(x)] S[t,z(t)]

=  / ^ ,  j  (x, t , 2, , y  (£) , u  (2, , 0 ) d £ , J  N (x, t , r , z  (t)  , u d r j  =

0)

=  A  [y , z  , u\  ,

(V) =  F
r[æ.y(æ)]

Q O , V  jk -  b  O L

le funzioni incognite u (x /) e j  (at) essendovi sottoposte alle condizioni di 
frontiera

b

u(x,cc) =  ? [x, y(x)] ,  u( a, t )  =  ty [ t ,  j  P (?,?,;)/® )  dçj =  *(*),
a

ux (a , t )  =  <s[t , z  (/)] , (x , a) — k [ x  , y  (x%

u (x, a)|*=a =  u ( a , *)|(_ a =  A , [«£ ( a , 0]»'|t-a =  [«»' (*, a)] '|*=a =

=  M [m (a ,a ) ]  = A ,

l’operatore M 2 [•] è quello di derivata totale di second’ordine di Picone e 
f  (x , t , vx , v2 , v$) , (x , t , Ç , zq , z»5) , r ( x ,  vs) , N (x , t , t  , ve , v7) , s (x , v9) , 

F ( x  , v s , v10) , & ( x , v 8) , a ( t , v 9) , Q ( x , £ , v i) , ' P ( x , Z ,  a )  sono funzioni note, 
continue e lipschitziane rispetto ai param etri vt (i — 1 , io) nel dominio

® =  (a ^  x  , V  r  (x  , Vg) <  b , a <  / ,  t  , s ( t , z/9) <  y , o <  | Vi [ <  =  const,

f  =  I , 10} ,

m entre le funzioni a ( t ,  v9) , F ( x  , v s , v10) e A (x  , z/8) vi sono inoltre conti
nuam ente differenziabili rispetto a tu tti i loro argomenti e la funzione 
Q ( x  , vi) possiede la derivata continua rispetto ad x  , (x , £ , zq) e 2  e A  . A  
sono num eri costanti. Siano ( * , / ) , ( * =  1 , 2 , 3), L p r  (a: , t ,  £), LiN (a: , t , t) , 
(•f 1 > 2 )>: (A  , L s (x) , L,;f (x),  (1 =  1 ,2),  L q (x  , I) , Lp (/ , 2) , L,ybr) e L 0 (7)
funzioni di L ipschitz corrispondenti, continue e non negative nel 3>.

Esam iniam o la capacita di determ inazione delle soluzioni u ( x , /) € 
e C ’ [a , U\ X [a , y) C 2  e y  (x) e C1 [a , b\ C 2  del sistema (i)-(3 ).
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3. E sam e  d e l l ’e q u a z io n e  in t e g r o - d if f e r e n z ia l e  (2)

In  seguito del fatto che l ’operatore non lineare B [•] da luogo, per ogni 
paio di funzioni arb itrarie ÿ x (x) , j/a (x) appartenenti alla classe C1 [a , b] C 2 , 
a ll’ineguaglianza

(4) Il B [j?2] —  B [Ä] H <

< U x  (*) +  L 3F (*) [ J l q (x  , £) à i  +  L r (X) Il .Q (* , Ç , Vi) II] I • Il Ä  -  A  II s

=  ^ 1 1 ^  —  ^111.

si conclude che l’esistenza e l ’unicità di una soluzione y  (xj  € continua e 
continuam ente differenziabile è assicurata non appena sia soddisfatta la condi
zione kx <  i e tale soluzione può essere costruita tram ite  la successione

(5) y n O ) =  B [yn-i ]  , n =  i , 2 , • • • , lim y n (x) =  y  (x),
n->oo

poiché

(6) Il y n (x) — y  (X) Il <  k \  Il y 0 (x) -  B [y0] Il : (I —  k x) =  R i , lim R i =  o.
n->oo

4- St u d io  d e l  pro blem a  in t e g r o - d if f e r e n z ia l e  ( i ), (3)

U n a volta costruita, nelle condizioni di cui sopra, la soluzione y  (x) del
l’equazione (2), trasform iam o il sistema (1), (3) nell’equazione integrale equi
valente

b

(7) u ( x , t) =  9 [x , y (x) ]  +  <1* ^ . J P ( t , l , y  © ) d?] — A  +  {a [ t , z  (0] —
a

—  <r[a,xr(oc)]} ( x — d ) + { A [ x , y ( x ) ] — A[a,y(d)]}  ( t— v) —  ( x — d) (t—  oc) A +
X t

+  J  j (x —  ri)(t  —  0) A  [y , z  , u] d 0 dv] =  H [y  , z  , u \
a a

Siccome, per ogni paio di funzioni üx (x , t) , (x , t) continue nel l’opera
tore H [ • ] soddisfa all’ineguaglianza

(8) Il H  [ y , z , ù 2] - H  b , * > « J I I  <
x t r[7i,y(y])]

f  f ( *  -  rù ( t  ~  0) { l v  (7) , 0) +  U t  (7), 0) J  L * r  0 ) ,  0 ,  Ç)'dÇ +
a a a

<
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si può enunciare il seguente

TEOREMA i .  I l  sistema integro-dijfierenziale non lineare (1), (2) possiede, 
nelle ipotesi d i cui sopra, per k % <  1 che ci assicura la validità nel Q) del p r in 
cipio d i punto fisso  d i Banach , una soluzione ed una sola, u (x  , f) € C2’2 [a , b\ X 
X [a , y], e tale soluzione si ottiene a meno d i un z >  o prefissato , tenendo 

presente P ineguaglianza

(9) Il « (# , 0  — u % (x  > t) Il <  Il u o O  > t) —  H [y , z  , u 0] Il : (1 —  k2) =  k\ • r 0, 

non appena si prende

i >  In (s : r 0) : In k % ,

essendo

(10) ui (x  y 0  =  H [y  , z  , z =  i , 2 , • • • ,

m  seguito a l processo

lim (x , i )  =  u ( x  y t).
%—>00

5. Il  pro blem a  ana lo g o  a d  ( i ), (2) c o r r is p o n d e n t e

AD UNA SOLUZIONE APPROSSIMANTE y n (x)

Procedendo in modo affatto analogo a ciò che si è fatto sin’ora, si conclude 
che, per kx <  1, il nuovo sistema integro-differenziale non lineare

(11) M 2 [w (x  , /)] =
r\x,yn(x)\

— f  , t , w  ( x  , t)  , J  X ( x  , t , £ , y  (g) , w  (E,, t))  d£ ,
a

sV,zn(t)}

j  N (x ", t , t  , zn ( t)  , w  (x , t))  dT
a

b

w  (x  . °0 =  9 lx  > 7n (x )] , w  (a , t) =  zn (t) =  ^  , j 'p  i t , E , (E)) dE
a

^  2) I X  0  , 0  =  (7 (/)] , X  (* , a) =  A [x , y n (pc)] ,

j w ( x  , a) \x=a =  w  (a , t )  |<=a =  p 8 , \w'x (a , t%  |t±=a =

[ =  [w't (x , a)]* Ix=a =  M [w (a , a)] =? p x

2. — RENDICONTI 1975, Voi. LIX, fase. 1-2.
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possiede, per

(13)

18

f f  ( ! ] - * )  ( 6 - / )
a a

s[6,z„(0)]

Li/ (rj, 0) +  L2f (y) , 0) J  L 2jr(r) , 8, Ç) dÇ +  L3jr  j  L2n (y) , 0, t )  dv J d© dy <  i,

una soluzione ed una sola w  (x  , t) e C2’2 [a , à] X [a , y] C &  e questa solu
zione può essere costruita tram ite il metodo di approssim azioni successive

(*4) w k (% y 0  — H [yn , zn , W/fc-J ,

avendosi finalm ente

k  =  i , 2 • .

lim  w k (x  , t) — w  (x  , t) , V (x  , t) e 2 .
&-> 00

6. Derivazione delle funzioni u ( x  , t )  e w  (x , t )  

In  questo ordine di idee si perviene all’ineguaglianza

Il U (x  , /) —  W (x  , t) Il =  Il H [y  , s  , «]■—  H |> w , S* , H  II <

< Lcp (x ) -fi

b b

L*(0 f U ( t , S )  d i  +  [ l o (0L ^(0  f LP(*,Ç)dÇ +

+  L„ (a) L.j, (a) I Lp (i

+  [La (+) +  L a («)] (Y —  a)

( « , 5) d ç ]  (* — <2) +

+

I b W — A  (*)ll +11 A — All  +

+  (£ — «) (y — a) I A  — A l  +
«

f  f  (x  —  ■']) (^— 0) I L i/(vj , 0) I u  (7) , 0) — w  0 ) , 0) I +
a a

+  L2/(V),6)( [  l U * ( r \ , t , l ) \ y ( l ) - y n ( l ) \ Jr

+  L 2Jr(7) , 0 , I)  I «  (S , 0) —  w  (£ , 0) |] d £  +  L r (Y)) I y  (ri) —
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s[9,z„(9)]

+  L3/ (ji , 6) I f  L lN (Y) , 0 , t )  L* ( t )  J  L p (z , l ) d t \ \ y — y n \\ +
a a

+  L aN (V) , 0 , t )  Il u —  w  II J d r  +

b

+  Ls (0) L* ( t )  J  Lp ( t  , d£ Il — y n IMI N (tj , 0 , t  , v9 , v7) | | |  j d0 dvj 

^  ^ 4  \\y — y n II +  h  II« — Il.

ove >è4 , k5 sono num eri reali noti, e ne risulta pertanto, per k$ <  i,

(1 5 ) Il U (x  , t)  — w  (x  , t)  Il <  k t  : (1 — kB).

<

7. Si consideri adesso, essendovi valide le diseguaglianze di qui sopra, 
una soluzione approssim ante Tunica soluzione w  (x , t) del sistema ( u ) ,  (12) 
e sia (14) wh (x  , t) =  H [yn , zn , x] , k — 1 , 2 , • • •, tale soluzione. Si 
ottiene allora

(16) \\w (x , t ) — wi (x , t )  Il <  k\ \\w0 (x  , t) —  H \y n , zn , w^\ || : (i — k £  =  R^

e si ha per conseguenza, dalle (15) e (16),

C17) I\u (x , t )  —  wk (x  , t)Il <  Ilu (x , t) —  w  (x  , t)Il +  \\w(x , t )  —  wk (x  , t)Il <  

<  R» +  R£ , lim (R„ +  R«) =  o ■
n,Jc-+ 00

Le (15) e (17) perm ettono di valutare la correttezza della soluzione del p ro
blem a (i)-(3 ) di fronte alla funzione y  (*)•

8. Studio della stabilità del problema (i)-(3)

Si considerino, per fissare le idee, le « perturbazioni » delle funzioni 
a (t , v 9) e A (x , v8) tali che si abbia

I 0  > ^9) —  <*1 ( t ,  vt)  I <  4  (t) +  4  (t) \ v9 —  V*: \ ,

I A (x , v8) —  A-l (x  , v£) I <  4  (x) +  4  (x) I % —  v f  I ,

ove v$ yVs€ , @ e 4 (t) , /a+* (V) (z =  1 , 2) sono funzioni note, continue e non 
negative nel dominio Sft m entre si conservano tali e quali le altre funzioni 
note che figurano nel sistema (i)-(3 ). Il sistema « perturbato », essendo g  (x , t )  
la nuova funzione incognita, si scrive

(18) M a [g (x , t ) ] = A  [y  , z ., g]y
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b

g ( x  ,«.) =<p [ x , y ( x ) \  , g ( a  =  N j  V ( t ,  l  , y ( £ ) ) d d ,
a J

g'x (a , t )  =  , z  (t)} , g t (x , oc) =  A1 [x , y  (*)] ,

g  (x, oc) |*_„ =  g  (a, t)\t=a =  p lt [gx ( a , *)]<'|t=« =  [g' ( x , oc)]}jæ=0£ =

=  M [ g { a , a ) ] = p \ .

Prendendo in esame l’equazione integrale non lineare equivalente al siste
m a (18), (19).

(20)

b

g  (x , t) =  <p [x , y ( x ) \  +  + ^  , J  P (t , l , y  © )  d£
a

— A  +

+  {ctj ( t , z  ( 0 ]  —  ffj. [o c , *  (o c ) ]}  (x —  a) +  { A x [ x , y  « ]  —  A  x \ a , y  ( « ) ] }  ( t —  oc) —

X t

—  (x —  a) (t —  oc) p\  +  f i  (x —  rj) (t —  0) A [y , z  , g\  d 0 diq ,
a a

se ne deduce il seguente

TEOREMA 2. Nelle condizioni d i cui sopra i l  proble7na perturbato (18), 
(19) possiede, per  1, una soluzione ed una sola g  (x , t) e C2’2 [a , b\ X
X K y ]  ed i l  modulo della deviazione tra la soluzione perturbata g  (x  , /) e 

quella iniziale u (x  , t) soddisfa alle ineguaglianze

\\ u (x , f) g  (x  , f) Il <Ç II f  if) (x d) T  3̂ 0*0 (p f )  Il ~b 

f r ( b  —  a ) ( y  —  cL)\ p t — p\  | +  k21| u (x , t) —  g  (x , i) || =  T  - f  k2 || u — g  ||

e

(21) \ \ u ( x  , t ) — g ( x  , t)\\  < T  : (i — k2)

e pertanto decresce simultaneamente con i m oduli delle funzion i \\lx (/)|| , ||/3 «11 
e ton i l  valore assoluto della differenza \p 2— p i  |.

Osservazioni. 1) L a determ inazione delle soluzioni approssim ate dei 
sistemi di cui sopra può essere conseguita con vari altri metodi, come, per 
esempio, il metodo escogitato dall’A. K utanov [io].

2) Si può pervenire alle equazioni integrali equivalenti coi sistemi or 
ora esam inati utilizzando i procedimenti esposti nella N ota [11 ].

3) In  uno dei nostri prossimi lavori da inserirsi nel Bollettino d e ll Istituto  
Politecnico d i Ia s i si esporranno, oltre alcuni dettagli algoritmici e qualche
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nuovo risultato concernente il sistema differenziale con stru ttu re composite 
( 0 “ (3)> i program m i del calcolo delle soluzioni di certi sistemi particola- 
rizzati del tipo (i), (2), (3) m a pur contenenti funzioni incognite nei limiti 
d ’integrazione, facendo uso delle calcolatrici elettroniche.

4) Si suppone che gli operatori A , B , H trasform ano i domini corri
spondenti nelle loro parti.
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