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Idrodinamica. — Dispersione idrodinamica di wuna sostanza
tnquinante nel terreno. Nota II di Riccarpo CENERINI ), presentata ™9
dal Socio G. Supivo.

SUMMARY. — Analytical solutions of the hydrodynamic dispersion " equation of a
chemical in a porous saturated medium with water percolation, are obtained in radial and z
geometry, considering different time behaviours of boundary concentration.

The results are extensions of solutions obtained in first part of the article.

Numerical results for some practical cases are presented graphically.

I. INTRODUZIONE

Nella prima parte di questo studio [1] & stata risolta I'equazione della
dispersione idrodinamica di una sostanza inquinante in un ammasso poroso
in geometria radiale, in presenza di un moto di filtrazione dell’acqua con
portata radiale costante, ammettendo che nell’origine si abbia una concen-
trazione con andamento temporale tipo funzione gradino.

Questo problema ha un interesse pratico, per esempio, in relazione allo
smaltimento di rifiuti liquidi tramite iniezione in pozzi profondi, attorno ai
quali & utile conoscere il movimento della sostanza introdotta. Questa tecnica
ha avuto una progressiva estensione a vari tipi di effluenti specie di origine
industriale (acidi concentrati, sostanze caustiche, fosfati organici tossici, solu-
zioni concentrate di vari composti organici, cloruri, ecc.) dato che se esistono
formazioni geologiche idonee, tale metodo richiede costi di installazione e di
esercizio assai inferiori rispetto ad altre forme di trattamento degli effluenti.

_Senza entrare nei dettagli di questa tecnica di smaltimento [2], < si
limita ad osservare che essa richiede la costruzione di un pozzo che pud
avere una profondita variabile da 300m fino a oltre 2.000m (anche se
oggi viene ritenuta opportuna una profonditd non inferiore a 800-9oo metri).

Occorre progettare il pozzo in modo da garantire la protezione della
falda che pud essere attraversata nella perforazione e scegliere formazioni
geologiche aventi, in profonditd, porositd sufficiente in modo da non incorrere
‘nel’ pericolo di intasamenti da parte dell’effluente.

Si pud allora garantire lo smaltimento di una portata apprezzabile (si
hanno esempi di pozzi che assorbono 1.000-1.500 litri al minuto) per periodi
prolungati, applicando una modesta pressione alla bocca.

Attraverso periodiche analisi chimiche, e se del caso, di radioattivita
dell’acqua, & necessario mantenere sotto controllo una ampia regione attorno
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alla zona di smaltimento, sia che questo venga effettuato con la tecnica sud-
detta o con alire forme quale il lagunaggio su una ampia superficie di
terreno. '

Dato che lo scarico degli effluenti nel terreno pud avvenire con intensitd
variabile nel tempo, questa seconda parte dello studio & dedicata a otte-
nere per via analitica soluzioni pili generali dell’equazione della dispersione
(sia in geometria radiale che in geometria x) che tengano conto di tale
variabilita.

2. SOLUZIONI DELL’EQUAZIONE DELLA DISPERSIONE IDRODINAMICA
IN GEOMETRIA RADIALE PER VARIE CONDIZIONI ALL’ORIGINE

Le ipotesi fatte nella prima parte dello studio, e che si assumono anche
nel seguito, sono:

@) I1 coefficiente di dispersione idrodinamica dell’lammasso poroso &
indipendente dalla velocitd di filtrazione dell’acqua (prevalenza della diffu-
sione molecolare).

6) 1l moto di filtrazione dell’acqua avviene con portata radiale costante.
Con tali ipotesi 'equazione della dispersione idrodinamica in geometria

radiale, conto tenuto dell’assorbimento del terreno e dell’eventuale decadi-
mento radioattivo della sostanza che diffonde, & [1]:

b 322 1—ulk
© o = k(G T ) e
ove:
¢ = c¢(r,?) ¢ la concentrazione della sostanza.
N o s . - .
k= TTaR § il coefficiente di dispersione.

aR = aexp (ﬁ,—g) ¢ il termine che tiene conto dell’assorbimento
della sostanza da parte del terreno essendo:

« = rapporto dell’area attiva delle particelle del terreno (ai fini
dell’assorbimento) rispetto alla loro -area totale.

AG, = energia libera (Cal/mole) che & indice della affinitd fra
sostanza e terreno.

N, ' = numero di Avogadro.

% = costante di Boltzmann.

T = temperatura assoluta.

A = costante di decadimento radioattivo del nuclide.

w, = 0 = Uorr_ ve Uy, & la velocity di filtrazione del-

1+aR ~ 14 aR
l'acqua, inversamente proporzionale alla distanza » dall’origine.
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Si ammetta che all'istante iniziale la concentrazione sia nulla ovunque:
3) c(r,t=0)=o.
Si consideri una concentrazione nell’origine crescente o decrescente nel

tempo secondo l'espressione:

4) c(r=0,t>0)=ce P

della quale nella prima parte di questo studio si & considerato il caso § = o.
Trasformando la (1) con Laplace rispetto al tempo:

o

i(r,s)=ZL[c(r,d] =fe_”c(r,t)dt

0

si ricava:
©) 2015 = BK, (/252
ove:

K, ¢& la funzione di Bessel modificata di ordine v;

B & una quantitd indipendente da 7.

Ammettendo v==o0, si ponga nella (5) per la quantita B lespressione:

a(s+ WD (% —-y.)
© = 21 2T (v)

ove:
I' ¢ la funzione gamma;

= € un parametro connesso all’esponente P della (4), come si vedra.

Con la posizione (6) la antitrasformata della (5) & data da [3]:

'l
a N (% — y.) B, 8k

2V YR (v) et d

) i) = W, 12 (14 k)

ove si & indicato con W la funzione di Whittaker:

L v CYak)  TOHM
+"2':'?
+

I A

T'(—vwM (24 /t)
13

1 v
+2:—2

® W1k =

essendo:

©) Mep(@) =2 e M@ +B—a,1 +28,2)
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in cui:

_ N (@ay
(IO) M(a,b:y)—;;) (5);;71!

¢ la funzione di Kummer (che & tabulata [4]), avendo indicato:
@Dn=a(@+ 1) -(a+n—1)
(@) =1

e analogamente per (4),.
Sostituendo tali espressioni nella (7) essa pud scriversi per esteso:

(11) c(r,t)=—

1—v v i n
)y & S
2

La (11) & la estensione cercata della formula (15) ricavata nella prima parte.
Nell’origine la (11) si riduce alla (4):

(12) lime(r,f)=ce ™F

r—>0

se si pone:

v
B= 5 I
@) Quando al parametro u viene assegnato il valore:

p=o—I

ci si riconduce al caso gia risolto in [1].
6) Se si assegna un valore:
v
> ——1
b=

la (11) da la soluzione per una concentrazione nell’origine decrescente nel
tempo con andamento all’incirca di tipo impulsivo.
A questo caso in pratica si pud assimilare il rilascio accidentale per un

breve periodo di tempo di una elevata concentrazione di sostanza su una
piccola area.



902 Lincei - Rend. -Sc. fis. mat. e nat. — Vol. LVIIT - giugno 1975

Si noti che se é&:
: v
A=E=o0 e <

la concentrazione complessiva integrata nel tempo immessa nel terreno ha
valore finito e vale:

v
- e

v ol (l —_ )
(13) cm=/c(r=o,¢)dz=;.
0 A2
Per p =0 la (11) & valida anche per #, = o (cio¢ in assenza di moto
di filtrazione dell’acqua) e si riduce in tal caso alla espressione @

r‘4

2¢ie e ®

(14) c(r,t)= —_—

che da per la quantita complessiva di sostanza Q (£) presente in uno spes-
sore unitario dell’ammasso poroso:

0 7t
N -
t akt

(15) Q® "—f/iiie—t—e———— 2mrdr = 8 mhey e .

0
¢) Se, infine, si assume:

v
<51
la (11) & la soluzione corrispondente alla immissione progressivamente cre-
scente di sostanza nell’origine.

In definitiva, la (11) risolve per la geometria radiale con sorgente concen-
trata nell’origine, vari casi di interesse pratico, assegnando un opportuno
valore al parametro p in relazione all’andamento temporale della concentra-
zione che si intende prendere in esame.

3. SOLUZIONI DELL’EQUAZIONE DELLA DISPERSIONE IN MOTO PIANO

Quando il deposito di un inquinante viene effettuato su una ampia zona
(lagunaggio), al fine di esaminare la  sua migrazione in profonditd occorre
studiare il problema in moto piano.

(1) Per A = 0'la (14) & uguale alla espressione della distribuzione di temperatura in
un mezzo di diffusitd % generata da una sorgente filiforme la cui 'temperatura all’istante
iniziale ha forma impulsiva.
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Per tale geometria si ricavano le soluzioni della dispersione, ammettendo
che 'ammasso poroso occupi il semipiano x > o, nel quale si abbia concen-
trazione nulla all’istante iniziale, prendendo in esame le due seguenti condi-
zioni per la concentrazione in x = o @,

(16) c(x=o0,t>0)=cte™
e ™M
(17) c(xr=o0,t>0)= "

In moto piano, con velocita dell’acqua di filtrazione U costante, 'equa-
zione della dispersione é&:

(18) | =k —U X

la cui trasformata secondo Laplace ha soluzione:

(19) t(x,s)= Al [% - (fk” +A%)1/2]

Per la condizione (16) si deve imporre:

| — . a_,
(20) A= gt

Antitrasformando, con alcuni passaggi si ricava:

(21) ¢, =2 {(Uz‘—l—x)e" erfc(xz-:;k_ljt)—}-

+ (U# — x) erfc (%;—gi)] .

Se si impone invece:

(16 bis) c(x=0,t>0)=1q¢t
e quindi:
(20 bis) A= %

(2) Nel caso piano non sembra possibile ricavare una soluzione generale equivalente
alla (11) come per la geometria radiale. Per la soluzione che soddisfa a:

L c(x=0,>0)=c e M

vedasi la prima parte dell’articolo.
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e cio¢ si ammette che il decadimento radioattivo non avvenga in x = o,
ma ‘solo nel corso del movimento del radionuclide nel terreno, si ricava:

U

. c € 2k \ 2\1/2
_ 2N J— .
(21 blS) ¢ (x , t) ( 2 )1/2 '[z‘ (4 —|— U ) x]

- o BAUe erfe [ x—12(4 A\ + U2

) 2\1/2 .
AL OTE] 4 1A+ U 4]

. e—z% (4 kAU ) erfc x ¢ (4 k)\__i' U2)1/2 l )
, 2Vt )

Infine, volendo considerare la condizione (17), si deve imporre:

2 A=_alVr
(22) @ + W

Con tale posizione, la antitrasformata della (19), ricordando note pro-
prietd della trasformata di Laplace e con opportune sostituzioni della variabile
complessa, si riconduce con alcuni passaggi all’espressione:

zU n o "
T Y _we
(23) c(x,;‘);—_—_cl_e_ﬂ_lz___{ekt_%./e U

o/

0

(= SE) =T T o)

4&2 4é2

nella quale 'integrale deve essere calcolato per via numerica.

4. ALCUNE VALUTAZIONI NUMERICHE

Per fare, a titolo illustrativo, alcune valutazioni numeriche relative
alla (11), si assuma (in tutte le figure che seguono) per il parametro p il
valore:

p=—%
In tal caso la (11), antitrasformando la (5), diviene:

v+1

s (s+)\)“%I‘( ) —_—
. 1 2 . s+ A —
(z4) < t) = ‘ IR T (v K (‘/ £ r)

rl

'—)\tv—s—kt 72
)e r e KV/Z(SH)

v

(2% T ( 2 !
1,:1/2 2 k‘v/2 T (V) tl/2
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che nell’origine si riduce (tenendo presente 1’espressione per piccoli argomenti
della funzione di Bessel K e la formula di duplicazione della funzione
gamma) a:

v—1

(25) lime(,0) =c et ?

>0

in armonia con la (12).

La fig. 1 mostra 'andamento temporale della concentrazione ad alcune
distanze dall’origine, rapportata alla concentrazione che si ha in pari tempo
nell’origine, dove si ammette che essa cresca nel tempo secondo la relazione:

(25) c(r=0,8)=¢""°

e quindi avendo assunto:
=
v=_o =2.

La figura mostra (come evidenziato anche dalla (24)) che per tempi
elevati, tali da rendere #2/8 4z piccola, la ¢ (r,¢) raggiunge, dopo un ritardo
iniziale, i valori che ha la concentrazione nell'origine, di cui poi segue
istante per istante 'andamento (25), senza sfasamento.

Risultati analoghi sono indicati nella fig. 2 che si riferisce ad una con-
centrazione nell’origine crescente proporzionalmente al tempo secondo la
relazione:

(26) c(r=o0,8)=qt¢

corrispondente a:

=" _
V= 2k 3.

Malgrado il diverso tasso di incremento della concentrazione nell’origine,
le figg. 1, 2 indicano che i tempi richiesti affinché la ¢ (»,#) raggiunga i
valori della ¢ (» = o, #) sono, a paritd di distanza dall’origine, assai prossimi;
si consideri perd che nel secondo esempio la velocitd di filtrazione dell’acqua
€ maggiore.

La fig. 3 dimostra I'influenza dell’assorbimento del terreno che si traduce
in uno sfasamento crescente fra la ¢(»,#) e la c(r =0, %).

~ La fig. 4 illustra infine andamento temporale della concentrazione, in

alcune posizioni, quando nell’origine si assuma una concentrazione avente
un picco all’istante iniziale e poi decrescente secondo la relazione:

(27) c(r=o0,)=¢ TN gm0

(corrispondente a: v = 0,5).
Come si vede, l'attenuazione dell’impulso & sensibile gia a piccole distanze
dall’origine, dato anche il piccolo valore della portata radiale dell’acqua.
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Per quanto riguarda 'effetto dell’eventuale decadimento radioattivo della
sostanza, si pud osservare che se il tempo di dimezzamento del nuclide non
¢ breve (come ad esempio si ha per taluni prodotti di fissione dell’uranio
come 'Cs:#, = 28 anni, e *Sr: 4, = 30 anni) il decadimento non ha
una influenza apprezzabile rispetto alla attenuazione dovuta alla geometria
del sistema.

Se invece il nuclide ha un breve tempo di dimezzamento (e cid si deve
intendere in relazione alle condizioni in cui si esamina la dispersione e quindi
in dipendenza della velocitd di filtrazione dell’acqua, di 4,, della distanza
dall’origine, ecc.), il decadimento pud causare una attenuazione sensibile
rispetto a quella determinata della distanza.

Cid & dimostrato in fig. 4, dove per la condizione (27) si & posto a
confronto, per alcune distanze, 1'andamento temporale della concentrazione
per A = 0 e per A = 0,086 giorni~}, valore quest'ultimo relativo a ®*'I (tempo
di dimezzamento di 8,05 giorni).
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