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Calcolo delle variazioni. — Su wun tipo di convergenza variazio-
nale. Nota di ENN10 DE G1orGI e Turrio Franzon, presentata
dal Corrisp. G. STAMPACCHIA.

SUMMARY. — The main properties of a new type of convergence, useful in several
topics of calculus of variation are presented here.
Proofs and comparison with known results will appear in forthcoming papers.

I. DEFINIZIONI E PROPRIETA GENERALI

I.1. DEFINIZIONE. Sia X uno spazio topologico, con topologia , e
sia (f3) una successione di funzioni da X in R, retta reale estesa, dotata
della usuale struttura di insieme ordinato e di spazio topologico compatto.

Si definiscono le seguents funzioni da X in R:

@) I'" (v)minlimf, (x) = sup min lim 1nf fH(y) =
h—>0c0 ’ Uey(ty h—>oo

= sup sup ‘inf inf %, (y);
Ue,(t) h p=>h yeU

8 T~ (v) rnax 11m f, () = sup max lim 1nf 5
Ue%x(‘r) h—>o0

c) " (v) min lim £, (¥) = inf min lim sup £, (»);
h—>c0 Uey(t) h—>o00 yeU

d) I't (v max hm f, (®) = inf max lim su 7 (y
) P )
Ue%x(r) h—>00

ove #,(t) ¢ l'insieme degli intorni (aperti) di x per la topologia r.
Quando non vi sara possibilitd di confusione, ometteremo il riferimento
alla topologia 7, e scriveremo semplicemente I'” min lim #, e analoghi.

h—>00
Inoltre, se un punto x€X ¢ tale che I'"(r)min lim S () =
h—>o00
= I'" (1) max hm f; (%), indicheremo il loro comune valore con
>
]." () 11m f/; (x), e diremo che esiste il I'"limite della successione (f})

nel punto x, oppure che la successione (f;) ¢ I'"convergente nel punto x;

analogo sara il significato della scrittura I'* (1) lim /, (x). Se poi ancora un

punto x & tale che esistono i due limiti I'" () lim £, (x) , T (z) lim (),
h—>00 h—>o00

(*) Nella seduta dell’11 giugno 1975.
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e sono uguali, indicheremo il comune valore con I' (7) lim f, (x), e diremo
. h—>o00

che esiste il T-limite della successione (f,) in x, oppure che la successione (/)
I'—converge in x.

1.2. OSSERVAZIONE. Se con § indichiamo la topologia discreta su X,
allora

min lim f£, (x) = ™ (8) min lim £, (x) = T'* (3) min lim £, (&),
h—o00 h—>0c0 h—>o0
max lim £, () = I'" (8) max lim £, (¥) = I'" (3) max lim f, () .
h—o00 h-—>o00 h—>00
1.3. OSSERVAZIONE. Se ¢ & una topologia su X, piu fine di 7, valgono
le disuguaglianze seguenti: '
I'"(z) min lim <T'"(6) min lim < min lim < I'(6) min lim < T'"(t) min lim ;
['"(7) max lim < ' () max lim < max lim < I'"(6) max lim < I'*(7) max lim .

1.4. OSSERVAZIONE. Si ricava immediatamente dalle  definizioni che
valgono le seguenti uguaglianze:

'™ min lim £, = — I'" max lim (—f}) ;
h—>00 h—>00

I'" max lim f, = — I'* min lim (—f) .
h->00 h—>oc0

Cio significa che ogni proprietd dei I'” limiti ha una traduzione immediata
in una proprieta di I'" limiti (e viceversa). Ci limiteremo percid d’ora in
poi ad enunciare le proprieta dei I'” limiti.

1.5. PROPOSIZIONE. Se 6 ¢ una topologia su X, pit fine di ~, ed L ¢
un sottoinsieme di X c—denso in X, ¢ se le funzioni f, sono continue rispetto
a o, ponendo

f, () se xz€L
£, (%) = +o0 s¢e xeL—X,
abbiamo v
I'" (*) min lim (g;) = I'" (t) min lim (f}),
h—>o0 h—>00

I'" (r) maxlim (g,) = ' (v) mz’atx lim (f)) .
h—>00 —00

1.6. OSSERVAZIONE. Se (f3,) € una sottosuccessione di (fp), si ha

I minlim £, < ' minlim f;, < I'” maxlim f;, < I'” max lim £, .
h—>00 p—>o0 p—>00 h—>00

1.7. PROPOSIZIONE. Sia x un punto di X, e sia £ < T~ maxlim f, (x).
: ) " h—>o0 -
Esiste allora una sottosuccessione (fn,) di (fy) U convergente in x tale che

[ max lim f, (x) = ' lim fa () >&.
h—>o00 " p—>o
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1.8. PROPOSIZIONE. Le funzioni I'” minlim f, ¢ I'” max lim f, sono
inferiormente semicontinue. h=>c0 h>c0

\

1.9. OSSERVAZIONE. Se la successione & costante, cioé esiste f tale che
/, =J per ogni /4, allora

I™ (%) lim (£) = s.c () (),

ove s.c.”(7) (f) ¢ la massima funzione inferiormente semicontinua (rispetto

alla topolcgia t) non maggiore di f. Se inoltre f & continua (sempre rispetto
a 1), si ha ' ‘

L lim (f)=/.
h—>o00
1.10. PROPOSIZIONE. Sia ¢ :R — R continua e non decrescente. Allora
@' min lim (/) = I'” min lim (g° f,) ,
h—>oc0 h—>o00

e valgono le formule analoghe per gli altri U'-limiti.

Non & pertanto in genere restrittivo supporre di considerare funzioni
equilimitate.

1.11. PROPOSIZIONE. Sia §: RXR —R continua ¢ non decrescente in

entrambe le variabili, e siano (f)),(g,) due successioni di funzioni da X in R.
Poniamo '

b () =9 (), 8, (%) -

Valgono allora le seguenti disuguaglianze:
4 (I'" minlim £, (%), I'" min lim g, (x)) <
h—>00 h—>c0
< T minlim §, (x) < ¢ (" minlim £, (x),, ' max lim g, (x)),
h—o0 h—>oc0 h—oc0
¢ (I'" max lim £, (x), I'" minlim g, (x)) <
h—>o0 h—oc0

b

< I'" max lim §, () < ¢ (I'” max lim £, (x), ['* max lim g, (x))
h—>oc0 S h—oc0 h—>o0
ed anche
'™ min lim ¢, (x) < ¢ (['” max lim £, (*), 't min lim g, ()) .
h—>o0 h—>o0 h—>o0
In particolare, se esistono i limiti seguenti, si ha:
¢ lim f,(x),I" lim g, (x)) <
h—>00 h—o00
<T7 lim §, () < ¢ (T lim £, (), T'F lim g, (%)),
h—>o0 - h—> 00 h—>

I™ lim 4, () = ¢ (0 lim £, (8), T lim g, (2)) .
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Questa proposizione trova applicazioni nel calcolo di somme, prodotti,
massimi o minimi fra I'limiti, etc.

2. APPLICAZIONI AL CALCOLO DELLE VARIAZIONI

2.1. PROPOSIZIONE. Sia A un aperto di X. Se per ogni x €A esiste
. '™ lim f, (%), s¢ ha
h—>o00

inf I lim £, (x) = max lim (inf f, (x)) .
zeA h—>o0 h—>o0 zeA

2.2. LEMMA.  Sia x un punto di X, ¢ sia (x,) una successione di punti
di X, convergente ad x.

Allora si ha
I'" min lim £, (x) < min lim f, (x,),
h—o0 h—>o00

I'" max lim f, (¥) < max lim f, (x,) .
h—o00 h—>o0

2.3. PROPOSIZIONE. Sia K wun sottoinsieme sequenzialmente compatto di X
e supponiamo che per ogni x € K esista i/ T'” lim f, (%).
h—> o0

Allora si ha

min I'" lim £, () < min lim (inf £, (%)) .
zeK h—>oc0 h—>o00 zeK

2.4. COROLLARIO. Sia K un sottoinsieme sequenzialmente compatto di X
e sia A un aperto di X contenente K.

b
Sia (f,) una successione di funzioni soddisfacenti la condizione

inf f,(x) = inf f,(x).
reK zeA

Allora, se la successione (f,) I' converge in ogni punto di A, ponendo
S(x)=T7 lim f, (x) Vx €A, si ottiene
’ h—>oc0

‘min f, () = min f(x) = lim (inf £, (x)) = lim (inf 5 () .
zeA zeK h—>o00 zeK h—>o00 z€A

Se inoltre (uy) & una successione di punti di X che converge a u €A, e
se f,, (w,) tende a min f(x), allora f (u) = min f (x).
zeA zeA

Come caso particolare, cio avviene se f, (u;) = min f, (x).
. zeA

58, — RENDICONTI 1975, Vol. LVIII, fasc. 6.
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3. I'-CONVERGENZA E DISTANZE ESTESE

3.1. PROPOSIZIONE. Sia x un punto di X, dotato di un sistema fonda-
mentale numerabile di intorni.

Allora
1) I'"minlim f, () = { &=
h—>o00
i) per ogni successione (x,) tendente ad x,

min lim f, (x,) >&;

h—>o0
ii) esiste una successione (x,) tendente ad x, tale che

min lim f, (x,) = & .
h—>00

2) I'" maxlim f, () = { &=
h—>o00
i) per ogni successione (x,) tendente ad x,

max lim f, (1) = & ;
h—>o0

ii) esiste una successione (x,) tendente ad x, tale che

max lim f, (x,) =& .
h—>o0

3) I"hlimfh(x)= £
i) per ogni successione (x,) tendente ad x,

min lim £, (x,) > &;
h—>o0

ii) esiste una successione (x,) tendente ad x, tale che

LR

3.2. PROPOSIZIONE. SiZa x un punto di X, dotato di un sistema fonda-
mentale numerabile di intorni. Allora per ogni successione (f,) esiste una
sottosuccessione (fy,) tale che

D™ lim (fy) () = I~ minlim f, (2).

Sono particolarmente importanti spazi in cui tutti i punti hanno un
sistema fondamentale numerabile di intorni. Fra essi considereremo in questo
paragrafo gli spazi in cui la topologia & indotta da una distanza estesa.
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3.3. DEFINIZIONE. Chiamiamo distanza estesa su X una funzione
3: XXX —R che gode delle seguenti proprieta:

1) 8(x,y)=0,8(x,x)=o0,
2) 3(x,0)=3(,x),
3) 8(x,9)<3(x,»)+3(,4),
per ogni x,y,z € X (ciog, differentemente da una normale distanza, la fun-

zione & pud assumere il valore -+ oo, ed inoltre 8 (x, %) = o non implica
necessariamente x = y).

Una distanza estesa 3 induce su X una topologia, in cui un sistema

fondamentale di intorni di x & dato dagli insiemi del tipo {y € X | 3 (x, )< e},
con € numero positivo.

Con I'(3) minlim f, () e analoghi indicheremo i I'-limiti effettuati
h~>o00

nella topologia indotta dalla distanza estesa §.

3-4. DEFINIZIONE. Siano §, ¢ due distanze estese su X. 8 e o si dicono
compatibili se esiste una costante ¢ > o tale che Vx, y,2€X esiste £€X
tale che

1) S(t,y)gS(x,z)—I—c-min(S(x,z),c(x,y)),
i) 6(t,2) <o(x,y)+cmind(x,2),0(x,y).

x c y
3 3
z c I

3.5. OSSERVAZIONE. a) ogni distanza estesa & compatibile con se stessa;

) se o e d sono distanze estese su un gruppo abeliano G, invarianti
per traslazioni (cioe 8(x +7¢,y +#)=38(x,9) ,0(x +2,y + 5 =06 (x,)
Vx,y,¢€G), allora sono compatibili.

¢) se o ¢ una distanza estesa qualsiasi, e 8 & la distanza estesa discreta
(cioe 8 (x,x) =0,8(x,9) = + oo se x=Fy), allora ¢ e § sono compatibili;

d) osserviamo esplicitamente che la compatibilita non & una relazione
transitiva.’

3.6. TEOREMA. Siano § e o due distanze estese compatibili su X. Suppo-

niamo che ( 1) Sta wuma successione di funzioni d—equilipshitziane, che esista
cioé una costante reale K > o tale che

@ —f0) | <K3(x,y) Vh,Vx,yeX @,

(1) Qui e nel seguito, assumiamo che

[ f@—f(]=0 se f(x)=f(y)= + oo, oppure f(x)=f(y)=— co.
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Allora, se per ogni x € X esiste il I'” (6) lim fy, (%), anche esso & 8~lipshitziano
h—>c0

con la medesima costante K, cioé

| T™ () lim , () — I~ (o) lim £, (%) | < K3 (x,5)  Vx,yeX.
h->00 h—>00

3.7. TEOREMA. Siano 3 ¢ 6 due distanze estese compatibili su X. Suppo-
niamo inoltre che X abbia una base numerabile di aperti per la topologia indotta

da o, ¢ che (fy) sia una successione di Sunszioni c—equilipshitziane, che esista
ctoé una costante reale K > o tale che

7@ —/, 1 <Ke(x,y) Vi, Vx,yeX.
E allora possibile estrarre una sottosuccessione (fny) di (f,) che U™ (8) converge

in ogni punto x di X

3.8. TEOREMA. Siano 8 ¢ o due distanze estese compatibili su X, e
siano (1), (g,) due successioni di funzioni rispettivamente 8 ¢ c—equilipshit-
giane, che esista cioé uma costante reale K. > o tale che

1@ =75 ) <K(x,y),
&) —&, (M <Ko(x,y). Ak,Ax,yeX.
Supponiamo inoltre che o sia un'altra distanza estesa su X, verificante
| e, ) =3,
“(x,3) <o(x,y) Vr,yex,
e tale che esista una costante H > o per cui

a(x,) 2ng}£ @@,2),0(z,5).

Sia' poi §: RXR —R continua ¢ non decrescente in entrambe le variabili.

Allora, se poniamo b, (x) = § (f, (x),g, (®)), ¢ se un punto x € X ¢ tale

che esistono '™ (6) lim f, (x), T (3) lim g, (%), esiste anche T'™ («) lim g, (x)
h—>o0 h—o00 h—>o0

e st ha

D™ Jim 4, () = (0 (9) lim f, (), T (3) lim g, (=)

4. CONSIDERAZIONI FINALI

La teoria sopraesposta sembra idonea a inquadrare vari risultati conte-
nut1 nei lavori citati nella bibliografia (in particolare il paragrafo 3 & un
po’ la formulazione astratta di alcuni procedimenti usati in [4]); essa perd
probabilmente consente anche la considerazione di problemi di tipo molto
diverso.
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Ad esempio sarebbe molto interessante stabilire se & vera o falsa la
seguente congettura:
Sia X = Cj (R") lo spazio delle funzioni continue a supporto com-
patto con derivate del primo ordine continue, definite su R".

Sia
S(u,v)=[]%—”|dx~
R"
Sia
Du — (37”1 e, ;r_’:) il gradiente di .
Sia

Fy (1) = f{/ﬂ | Due [* + 42 [1 — cos (h-u ()]} dx,

e sia

F(u):leu]dx.
R’l

Esiste allora una costante positiva ¢ tale che

~® lim F, () = cF (@) vu €Cy (R .
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