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Algebra. — Uber die Unabhingigheit der distributivititsbedin-
gungen. Nota di R. WIEGANDT e J. WIESENBAUER, presentata @ dal
Socio G. Scorza DRAGONTI.

RIASSUNTO. — La questione dell’indipendenza delle condizioni di distributivitd &
risolta, in questa Nota, per le strutture algebriche dotate di due operazioni associative.

G. Szdsz hat in [4] und [5] das von Rédei aufgeworfene Problem der
Unabhingigkeit der Assoziativitdtsbedingungen einer multiplikativen Struktur
gelsst. In [1], [2], [3] hat Boccioni die Frage der Unabhingigkeit der Distri-
butivitdtsbedingungen fiir solche Strukturen mit zwei Verknupfungen beant-
wortet, fiir welche 7) keine weitere Voraussetzungen gefordert sind, #Z) eine
der Verkniipfungen assoziativ ist, #7/) eine oder beide Verkhiipfungen kom-
mutativ sind. Schwieriger ist aber die Frage, wenn man — wie dies sehr
hiufig der Fall ist — die Assoziativitit von beiden Verkniipfungen verlangt.
Schon in [6] wurden Strukturen mit assoziativen Verkniipfungen und kom-
mutativer Addition betrachtet. Da aber dort die Frage der Unabhingigkeit
der Distributivititsbedingungen fiir Strukturen mit 3 Elementen nicht beant-
wortet werden konnte, wurde [6] nicht verdffentlicht. In dieser kurzen Note
ist die Frage der Unabhingigkeit der Distributivititsbedingungen fiir Struk-
turen mit assoziativen Verkniipfungen mit Hilfe eines Computers vollstindig
gelost.

Sei dazu S, eine Menge der Maichtigkeit v, auf der eine additive
Verkniipfung + und eine multiplikative Verkniipfung - definiert ist und
D die Menge aller Distributivititsbedingungen x (¥ + 2) = xy 4+ xz und
(y +&)x =yx+exr mit x,y,2z€S,, fir die wir im folgenden abkiirzend
x(y,2) bzw. (¥, 2)x schreiben.

Eine Teilmenge A von D nennen wir vollstindig, wenn aus dem Erfullt-
sein der Distributivititsbedingungen von A das Erfiilltsein aller Distributi-
vitdtsbedingungen von D folgt und unabhingig, wenn man zu jeder Distri-
butivititsbedingung von A eine Struktur S, finden kann, so dass in S, die
betrachtete’ Distributivitdtsbedingung nicht erfillt ist, alle tGbrigen Distribu-
tivititsbedingungen von A jedoch erfiillt sind. Durch folgenden Satz, der
damit die Losling des eingangs erwihnten Problems angibt, werden nun
unter verschiedenen Voraussetzungen iiber 4 und - alle unabhingigen voll-
stindigen Teilmengen von D bestimmt. Erginzend sei dazu noch bemerkt,

dass fiir v =1 stets die leere Menge @ die einzige unabhingige vollstindige
Teilmenge ‘von D ist.

(*) Nella seduta dell’t1 giugno 197s.
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TABELLE
Nicht erfiillte
Distributivititsbed Strulturtafeln Fall
+lae & ¢ e & ¢
a(a,a) alb ¢ ¢ ala ¢ ¢ a) b)
blec ¢ ¢ 616 ¢ ¢
clec ¢ ¢ cle ¢ ¢
+la & ¢ cla & ¢
a(a,a),(@,a)a a|b ¢ ¢ ala ¢ ¢ ¢) d)
blc ¢ ¢ bjic ¢ ¢
cle ¢ ¢ cle ¢ ¢
+la & ¢ la 6 ¢
b(a,a) ala ¢ ¢ ala ¢ ¢ a) b)
ble ¢ ¢ b6 ¢ ¢
cle ¢ ¢ cle ¢ ¢
+la & ¢ a & ¢
b(a,a),(@,a)d ala ¢ ¢ ala b ¢ ¢) d)
blec ¢ ¢ bbb ¢ ¢
cle ¢ ¢ clc ¢ ¢
+le & ¢ a b ¢
(@,b)a ala b a ala & ¢ )
bi{o & b blec b6 ¢
cle b6 ¢ cle b ¢
+la & ¢ a b ¢
a(a,b),a(,a) ala & a ala ¢ ¢ b)
b6 &6 b b616 & &
cla & ¢ cle ¢ ¢
+la & ¢ a b ¢
(@,0)a,a(a,d) ala b a ala ¢ ¢ c)
b6 b & blc ¢ ¢
cle & ¢ cle ¢ ¢
+la & ¢ lae &6 ¢
a(@,b),a(b,a), a—a b a -
ala ¢ ¢ )
(@, 8)a,(,0)a sl & & blc ¢ ¢
cle & ¢ cle ¢ ¢
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Segue: TABELLE.

Nicht erfiillte
Distributivititsbed. Strukturtafeln Fall
+le & ¢ a b ¢
a(b,c) ala a a ala & a a)
bla & & bla b6 &
cla ¢ ¢ cla 6 ¢
+lae & ¢ a b ¢
ab,c),al,d) ala &6 ¢ ala b a )
blé6 b ¢ bla b6 b
clec ¢ ¢ cla b6 ¢
+la &6 ¢ a b ¢
a(b,c),(6,c)a ala a ¢ ala b a ¢)
616 & ¢ b6 & b
cle ¢ ¢ cla & ¢
+la & ¢ a & ¢
ab,c),al,?b), 5 4
¢.0a.(,0a A A :
clec ¢ ¢ cla & ¢

SATZ. Ist v > 2 und + und - assoziativ, so gilt:

a) Ist diber + und - nichts weiter vorausgesetzt, so ist D selbst eine
unabhingige vollstindige Teilmenge von D.

b) Ist + als kommutativ, vorausgesetst, so sind genaw die Vertreter-
systeme der Klasseneinteilung

.2, 2@ N x,y,2eS30{(y,9)x, (=, 9} |x,y,2€S)

von D die unabhingigen vollstindigen Teilmengen von D.

c) Ist-als kommutativ vorausgesetzt, so sind genau die Vertretersysteme
der Klasseneinteilung

{{xo/)z)’(yrZ)x} |x,v,2€S5)}
von D die unabhingigen vollstindigen Teilmengen von D.

d) Ist + und - als kommutativ vorausgesetzt, so sind genan die Vertreter-
systeme der Klasseneinteilung

x0,2,26,9,0,97,@E, 9 |2,y,2€5)}

von D die unabhingigen vollstindigen Teilmengen von D.
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Fiir v = 2 erhdlt man in allen Fillen a)-d) die unabhéngigen vollsténdigen
Teilmengen von D wiec in d) angegeben.

BEwEIS. Die Vollstindigkeit der betrachteten Teilmengen von D ist
fur v > 2 trivial. Thre Unabhingigkeit ergibt sich zunichst fiir v = 3 aus
den in der Tabelle zusammengestellten Strukturen S;, wenn man dabej noch
die hinzunimmt, welche durch eine Permutation der Elemente von S, oder
durch Spiegelung der Additionstafel oder der Miltiplikationstafel an den
Hauptdiagonalen oder durch eine Kombination dieser Operationen aus den
angegebenen Strukturen hervorgehen.

Fir v> 3 erhdlt man eine entsprechende Tabelle, indem man die in
der Tabelle angefithrten Strukturtafeln in der Weise fortsetzt, dass man
x+y=xy=dfurxs=a,b,c oder y==a,b,c setzt, wo d €S, beliebig,
aber fest gewidhlt ist. Da bei dieser Fortsetzung die iiber + und-in @)-d)
gemachten Voraussetzungen sich nicht dndern und auch keine neuen nicht
erfiillten Distributivititsbedingungen dazukommen, ist der Satz fiir v > 2
vollstindig bewiesen.

Fir v = 2 beweist man die Unabhingigkeit der betrachteten Teilmengen
mit der durch die Tafeln

—|—la b -’a b
ala b ala b
blb b blb a

geégebenen Struktur S,, fur die genau 6 (e, 8),6(6,a),(a,b) b, (b, a) b nicht
erfiillt sind, wihrend in der hieraus durch Vertauschung von ¢ und & hervor-
gehenden Struktur genau @ (6,a),a(a@,6),(6,a)a,(a,bd)a nicht erfillt
sind. Die Vollstindigkeit der betrachteten Teilmenge beweist man am besten
durch direktes Nachrechnen indem man alle méglichen Strukturen S, auf-
stellt. Es zeigt sich dabei, dass in jeder nichtdistributiven Struktur wenig-
stens eine nicht erfiillte Distributivititsbedingung vorkommt, die auch in
der betrachteten Teilmenge auftritt, womit der Satz bewiesen ist.
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