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Meccanica analitica. — Su alcune proprieta dei sistemi dinamici
wntegrabili per scparazione di variabili. Nota ® del Socio CATALDO
AGOSTINELLI.

SUMMARY. — In this paper the author, with reference to his previous works on the
determination of all consevative dynamical systems with # degrees of freedom, whose cor-
respondent Hamilton-Jacobi equation is solvable by separation of variables, exposes some
properties of these systems. In the general case in which they possess % (4 < ) integrals
linear in the momenta, he determines an easy contact transformation which transforms the
above systems in new systems with £ ignorable coordinates. These last systems admit 7 — 4
integrals quadratic in the momenta, involving the energy integral, and allow to obtain the
whole solution of the dynamical equations.

1. Nella ricerca di tutti i sistemi dinamici con vincoli indipendenti dal
tempo, soggetti a forze conservative e con # gradi di libertd, la cui corrispon-
dente equazione di Hamilton-Jacobi & integrabile per separazione di variabili,
sono pervenuto, nel caso piu generale, a due tipi di soluzioni, in ciascuno dei
quali esistono £ (4 << n) integrali lineari nei momenti ed 7 — £ integrali qua-
dratici [1], [2], [3]

Vogliamo vedere intanto in questa Nota come, in virtu dei £ integrali
lineari nei momenti (o nelle velocitd lagrangiane), i detti sistemi dinamici,
mediante una semplice trasformazione canonica puntuale (o di contatto), si
trasformino in sistemi dinamici con 4 coordinate ignorabili.

Invero, indicando con #;%,,---,x, i parametri lagrangiani che in ogni
istante individuano la posizione del sistema, nel primo tipo di soluzione i
coefficienti dell’energia cinetica

() ‘ T=} 21)

sono dati da

k (f)X(f)
= Z ’ (Z',].ZI,Z,"‘,%;]'#:Z),
! EtK“’m)
) k X(J‘) 2
<2> = E [ ] ’ (Z.ZI!Z""»’@’
' EtK@(xz)

[x{? 2
Et K (2) S

G=k+1, - n),1<b<n—1,

= H i () +§1]

(*) Presentata nella seduta del 10 maggio 1975.
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dove le X%, ¢; sono funzioni del solo parametro x;, ed & inoltre H = E ¢ Hy (),
mentre il potenziale U delle forze ha la forma

n k
) U=-3-2:Us@), con Ui(m) =26 K® @)+ 0, (x),
i1 T
essendo le 4, delle costanti.

La corrispondente equazione di Hamilton-Jacobi risulta

@ #=M)—=U =L Fyd pip,—U =14,

dove le 4" sono gli elementi reciproci dei coefficienti a;; nel determinante
di questi coefficienti le p; sono i momenti [cui vanno sostituite le derivate

n
parziali 9W/ox; di una funzione W (x;,x,, -, x,) = ZiWi_ (xy)], ed 2 &
la costante dell’energia. !
Ricordiamo che detti elementi reciproci sono dati da [3]:

& » n ok ) x(
ij 1 Bz':‘B.y (s) Bjr Xl Xl ] o
d”——ﬁ;s B l Bj Zt Kts (ﬁ\ft>+ler B W} ,(Z,]-I,z’...,é%

k+1 k+1 1

1

‘ k
ij 1 Bjs .
(5) az]=f—ﬁWZsX§8) ]; ) (sz‘f“l;"k',”;:1;2,"':'é>
aii:H—d),.I—(x_’.)—’ (z'=,é—|—1,---,n);a“=o,(z’,j:,é—|—I,~-,n;j=i=z').
In questo caso le equazioni canoniche

dz di 3;% .
(©) T B=—E G=taem

posseggono £ integrali lineari nei momenti

k

7 , Pi=Dys o5 X¥ (x)) (G=1,2,-,4),
1

dove le o, .sono costanti arbitrarie, ed »— £ integrali quadratici

: 5 pi % O LN 2
(8> . ZE —_— —q;;s Ay Xi +“2“gs g Ki (xz> -+
I k X X(S)
+ 2 o;,asz—U (x3) — AH; () =B, (G=A-+1,---,n),
1 2

essendo le B; nuove costanti arbitrarie legate dalla relazione
© Bt Bt B =

50. — RENDICONTTI 1975, Vol. LVIII, fasc. 5.
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Nella (5) B & il determinante delle X{? (7,5 =1,2,---, £), cioe
X:(ll)> X(12)> ) X(lk)

WX x®
(10) | X XP. - XS

X3 X§3> S, X
e By, & il complemento algebrico di X. Allora gli integrali lineari 0,

risoluti rispetto alle costanti «,, si possono mettere sotto la forma

k

(II> giBB::p’b:aav (.S’:I,Z,"',/é).
Cio premesso vogliamo vedere che esiste una #rasformaszione puntuale omo-
genea (o di Mathieu), dalle variabili (x,, %, -, %,), a delle nuove variabili
(1,8, -+, &), tale che la trasformata # della funzione hamiltoniana 2,
abbia £ variabili ignorate, ad esempio £;,&,, -, &. Indicando ancora con
Ty, T, * *, T, le variabili coniugate di &;,&,, -+, &,, la cercata trasformazione

dovra verificare, come & noto, la relazione differenziale [4].

n n

(12) lensd£3~;spsdxs=o.

Assumiamo come variabili =, quella definite dalle relazioni

(13) s :;kifisf)iv per s=1,2, -, k; TWy=7p, per s=~rk+1, -,m,
dove per semplicita si & posto

(I4> fis = By/B.

Riterremo inoltre &, = x, per s=+/A-4+1, -, 2.
Sostituendo nella (12) si ha

k k k

21'8 (;ifispi) dg, —;i.ﬁi dx; = El.‘,i (Ellsfis dg, — dxo‘) pi=0,

da cui segue

(15) 2o fisdty = dxy, G=1,2,4)
Si'ha pertanto
oy
Jiu= &,
e quindi
%

(16> | Tes ;z z?ﬁu (J‘=I,2,-’-,k)
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Risolvendo le (15) rispetto alle d&,, e ricordando la (14), si ha inoltre

k
d&s=ZiX(iS)<xi)dxiJ (SZI,Z,"‘, );
1
e percio le nuove variabili £, per s = 1,2,--., £, sono date da
k
(17) gs=zifx<;>(xi)dx,., (s=1,2,---,4).
1
Concludendo la trasformazione definita dalle
L Bi.r
Ty = - i B DPi» (s=1,2,",4k); Ty =Py, (s =A+1," Ce, ),
(18) :

E,us =Zi’Xfis)(xi) dxi) (3:1 12, ')k) H Eszxs ) (s:,é—*—l y "t ',ﬂ),

1

trasforma il sistema canonico (6), corrispondente alla prima soluzione consi-
derata, in un nuovo sistema canonico con 4 variabili ignorate.

2. E opportuno vedere ancora come si trasforma la funzione hamil-
toniana 4 nel nuovo sistema canonico.
Poiché si puo scrivere

=Ty + (Tp) + (T —1U,

con

k n k n
(Ty = _};ﬁ a’ pip; (T =2 Zl.‘,j ¥ pip; . Ta=—Da"pi,

k+1 k+1

in virth delle (5) si ha

k k n n k& (r) x(s)
. I .. Bi: B].s‘ (s) Bjr Xl Xl _
@ = Do Do (B B ko + 3 8, B X,

. kR B. B. n
(3 B e B B 4

k k
'I”Z Z Bi‘j,.ﬁp.n M .
0 sr N k%) B K2 B ]/¢2+1l ¢l(x1)

cioe
k n n X x(8)
1 (s) i 2
(]1>*—_“2H {;s“ ¢t K7 () Ers oy Oy _,_11*_4!1(1:1) :

k+1

e questa mostra che in (T,) le variabili x,, x5, - +,%; sono scomparse. Cosi
pure si ha

i I n k X (s)
(T2) = -I:I—Z" PzZs q,
1

k+1

k B. . k n (
EIJJ é:.ﬁj=hﬁzl‘saszi q:;. bj,

2

e quindi anche (T;) ¢ indipendente da x;, %5, - -, x;.
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Infine ¢ evidente che anche (T;) ed U sono indipendenti da x;,x,,---, %
e in definitiva la funzione hamiltoniana ridotta risulta

n k 2 k 7
NS e A L R NS /i) R T Ion
k+1

s I ¢ 2
é"f [2 by KY () + @ (x,)“

I1 sistema canonico (6), di rango 2#, si trasforma quindi nel sistema canonico
ridotto

: de; _ H# dp; A .
(20) T 0 A& T @=4Fk+1, -, m),

che & di rango 2 (#— £). Esso ammette gli (» — /%) integrali quadratici

k 2 k
@) F=1 [zn- — 2% X‘f’] + 5 B KO (e — U — A H, =3,
(Z.z é _{_ I‘,..-’n>,

che non sono altro che gli integrali (8), dove la somma delle B; & nulla, e quindi
di quelle costanti ne sono arbitrarie soltanto 7z — £ — 1.

Questi integrali, ciascuno dei quali dipende da una sola coppia di varia-
bili coniugate (x;, p;), sono ovviamente a due a due in involuzione e risolu-
bili rispetto ai momenti p;. I sistemi considerati si integrano percid comple-
tamente mediante quadrature, come si & visto in [3].

Gli integrali (21) implicano l'integrale dell’energia. In vero, sommando

n
rispetto all’indice 7 da £ + 1 ad 7, poiché Ei B; = o, si ottiene
k+1

n 2

n n n
i Fi= Lkz‘” W [Pz —Z Xm] + E o 23 KP(x) — 23, U;— iH =0
+1 B 2= SR 2 1 s

si ha cioe la relazione

2 Fi=H@# —h=o,

£
da cui segue o = 4, che & proprio I'integrale dell’energia.
3. Un secondo caso in cui le equazioni canoniche (6) si integrano per

separazione di variabili, si ha quando i coefficienti a;; dell’energia cinetica
sono dati da

s X?) (x'b> X;S) (xj)/(Pns» (Z. ’j*: I,2,--,m »]:’= Z'),

(22) s'[X(f)]z/@"’, , ' G=1,2,,4k),

$

= QD”’—I_E [X(S)(x’l)]/ ‘ (Z.Zk"}—l,"',ﬂ),
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dove ¢* & lelemento reciproco di ¢,, (s=1,2, -, &), oppure di ¢,
(s=+4-41, -+, 7)), nel determinante

iy a2ttty Gy PLE+1 sty Pin

Car s Cans™ " "5 Coky Pokt1 5" " *s Pon
(23) ¢ =

Cn1s Cn2s" "ty Cuk s Prykt1 st s Pon
nel quale le ¢;; (f=1,2,---,72; j=1,2,---,£ sono delle costanti;
mentre le @;; (Z =1,2,--+,%;7=+/% -+ 1,---, n) sono delle funzioni riascuna

dipendente dal solo parametro il cui indice coincide col secondo indice della
@45 11 potenziale delle forze in questo caso & dato da

(24) U= Z by ¢ —LZ U, () ¢"

dove la 4, sono costanti, ed esso dipende solo dai parametri x,q, -, x,.
Anche in questo caso le equazioni canoniche ammettono £ integrali
lineari nei momenti

I
—
[\
v
e

k

(25> ?i 223 ®s Xsi‘g) (xz) ’ (Z.
1

ed n— £ integrali quadratici

k

. 2 n—1 .
(26) % [Pim;s ®g ng)] —U; = Aoy —I—le Bj 9, G=rk+1, - w),

dove le a, sono delle costanti che si possono assumere ad arbitrio, e le B; sono
pure 7z — 1 costanti legate alle a,, alle costanti del problema e alla costante
£ dell’energia dalle relazioni [3].

n—1
(27) Z(bi.‘l‘/i‘ni‘-l“zl.‘ljﬁjfji):“?: G=1,2,--, k).

Delle costanti B; se ne possono dunque fissare ad arbitrio 7 — 4 — 1.
Anche in questo caso, risolvendo le (23) rlspetto alle costanti s, € intro=
ducendo i nuovi momenti '

k

Bi.r
(23> (Tcs:gi“B_ﬁz’ <5‘=I,2,'--,k),

la trasformazione puntuale definita da relazioni analoghe alle (18), trasforma
la seconda soluzione considerata in quella di un sistema_canonico con funzione
caratteristica avente 4 coordinate ignorabili.
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In questo secondo caso gli elementi reciproci &¥ dei coefficienti a;;, del-
I'energia cinetica sono

k k B: n k B. .
SR B g 3 S % e xpxp
1 1 k+1 1 :
k
ij ni () Bys . . .
(29> a’ =—9 ESX’l B’ (z=,é+1,---,n,]=1,2,-~~,]),
1

dii:@”i, (z‘='é+1’...’n>; aij=0,(2.,j=/é+1,"')n;j:l:Z)

e si ha
n

k
<T1> - '—Z a2 'ns %21 CPanrs Oy g XY) X§s):

i1 1
I n
(T2) = _kz:% CP pz s “s <T3> = ‘2—21 <Pm Pz .
k+1

La funzione hamiltoniana ridotta risulta quindi

. k n . k 2
30) R LR PR e

29 2 1 1

k n
- [;s bs CP"S‘I"E:; U, (xs) (Pns:l y

e il sistema canonico ridotto, che & analogo al sistema (20), & di rango
2 (n — %) ed ammette gli integrali quadratici (26). In virth di essi il sistema,
come sappiamo si integra con quadrature [3].

Da quegli integrali segue anche facilmente I'integrale dell’energia. Invero,
moltiplicando ambo i membri della (26) per ¢*, e sommando rispetto all’in-
dice 7 da £+ 1 ad #, si ottiene

n k 2 n .
G0 1308 [ B x| =B e u, -
. k+1 1 +1

n n—1
=" [/lﬂom- +21:j Bj %]-

k+1

n—1

Ora, posto ®; = Aq,; + Y ; B; ¢, possiamo scrivere
1

Zz ni (D Ei (Pm (Di ____Zi (Pm (Di;
k+1 1 1
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percio la (31) diventa

n 13 2 k )
(32) H=3 " [m — 2 % X&“’]Jrgz‘,,. o g —
k+1 1 1
J— [Z'L éi (Pnl + Ei cpnz U,‘] — /Z,
1 s}

che ¢ proprio l'integrale dell’energia.
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