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Meccanica. — /ntegrazione, in seconda approssimaszione, di equa-
zioni della meccanica a coefficients lentamente variabili. Nota di Gio-
vaNNA Boscur PETTINT ), presentata dal Socio D. GraFFI.

SUMMARY. — In this paper the problem of the small oscillations of a mechanical or
electric system, with two degrees of freedom and some of the involved parameters slowly
varying with time, is analysed. An approximate solution, valid in a vary large time interval,
is obtained.

1. In alcune Note precedenti [1], [2], [3], ho considerato i piccoli moti,
intorno ad una posizione di equilibrio stabile, di un sistema meccanico a vincoli
lentamente variabili col tempo e soggetto a forze derivanti da un potenziale,
eventualmente anch’esso lentamente variabile col tempo. Pili precisamente,
ricordo che per vincoli lentamente variabili col tempo intendo le equazioni
che li rappresentano funzioni, oltre che delle coordinate lagrangiane, anche
ed esplicitamente del tempo # tramite una variabile, detta degli Autori russi
«tempo lento», T = e/ dove £ & un numero positivo molto piccolo, inoltre
suppongo il potenziale dipendente, oltre che dalle variabili lagrangiane, espli-
citamente da © @,

Prendendo in considerazione un sistema meccanico a due gradi di liberta
e riferendo il sistema a coordinate normali Q;, Q,, si giunge (cfr. [2]) alle
seguenti equazioni:

Q1 + 01 Q, = Q, + & F,(Q,,Qy)
Qr + w3 Qy = —enQy + 2 F, (Qy, Qy)

I'e

(D)

dove (1), w,(t),A (7). sono funzioni note (le due prime positive) di
t€(,L) (ciot per £€(o,L[e), di classe C® in (0,L), mentre F, Q1,90
e F, (Q1, Qs hanno espressione (con notazione diversa da quella usata nelle
Note citate):

(2) F (Ql y Q) = Yu Qi + Y12 Q. + O F, (Ql ’ Qz) = Ya1 Q1+ Yoo Qs + 822

dove le y e 3 sono funzioni di classe CP di v € (o, L).

Si noti che equazioni del tipo (1) si ritrovano anche per circuiti elettrici
accoppiati con caratteristiche lentamente variabili nel tempo. E bene anche
osservare che se i vincoli e il potenziale non dipendessero da ¢ sarebbe, ovvia-
mente, € = 0, ®; € w, costanti e &, , w, sarebbero le frequenze proprie del

(*) Nella seduta del 10 maggio 1975.
(1) Per maggiori chiarimenti cfr. Nota [1].
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sistema. Ora, poiché w; e w, variano molto lentamente col tempo, continueremo
a chiamarle frequenze proprie del sistema @ &

Nella Nota [2], per risolvere il sistema (1), applicando in sostanza il metodo
della variazione delle costanti arbitrarie, ho posto:

(3) Q== -2 sen b, +-2 cos b, ; Q, = —2 sen 0, +-22 cos 0,

V(A)l V(.\)l ]/ V"‘)Z

(4) Q1= Vo, 2 cos 0, — Joirzisen®  ,  Qy= Yo, us cos 0, — Yo, vy sen 6,

dove le %, v, sono funzioni del tempo e:

4 12

(5) 0, = f o, d? ; 0, = f w, d?,
0

0

ed ho dimostrato che, se € & abbastanza piccolo, per #€ (o, L/e), cioé anche
per un intervallo di tempo molto Jungo, si ha (u;,,v;,,7 = 1,2 valori ini-
ziali di # , v facilmente calcolabili con i valori iniziali delle Q e loro deri-

vate Q):
6) ui=1u;, +00E) ; v,=v,+0(% i=1,2.

Ricordando che per O (¢") si intende una funzione di # maggiorata in valore
assoluto da una costante positiva moltiplicata per e, le (6) ci dicono che, nel-
I'intervallo di tempo (0,L/e), se si ritengono #; e v; costanti si determinano in
corrispondenza le Q; con un errore dell’ordine di ¢, cio¢ si determinano le
Q; in prima approssimazione.

Come si vede, Q; e Q, risultano, in sostanza, funzioni sinusoidali di fre-
quenza ; € ®,, sia pure lentamente variabili col tempo.

In questa Nota ® mi sono proposta di determinare i valori delle #; e v,
con un errore dell’'ordine di 2, sempre per 7€ (o, Lfe).

Si ottiene, in tal modo, una soluzione ovviamente piti complicata delle (1),
ma la migliore approssimazione pud permettere di porre in evidenza propriet,
forse di qualche interesse, di questo sistema.

Noi otterremo questi risultati supposto, per ogni '1:6(0 L), jo,—w,|>a,
|30, — | >a,|3w,—w, | >a, dove @ & un numero positivo, indipen-
dente da ¢ e grande rispetto ai valori che si attribuiscono ad

2. Le equazioni a cui soddisfano #, e v; sono le seguenti @,

(7 121:—Zm—c‘;(ulcoszﬂl—vlsenzel)—}—

+ er ‘/32— (25 cos 0y cos 0, — v, cos By sen 6,) - €2 cos b F, (Q:,Qy,
[OF} ) V(.l)l

(2) Anche questa nozione & ¢ precisata in [1].
(3) Per i sistemi a un grado di liberta la questione & risolta nella [3].
(4) In questa Nota si & preferito scrivere @; e @, in luogo dei simboli =0} , ew} usati in [2].
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(8) U= :)Tl (#y sen 20, + v cos 26;) —

— ) l/— (uy sen 0, cos 02——7/2 sen §, sen 62)—8“" sen 01 F, (Qy, Qy) .
Posto:
(9) e=0;+0; , B=0—0, , Q=0 +to , Q=0 —o,
si ha:
(10) = cos 20; — vy sen26,) +

€N 1/ Wy cos 0
+ 7]/@— (23 cOs o - 25 cOs B — vy sen & + v, sen B) - &2 Ve F,(Q,,Q,) .
1 1

(11) 731=&(ulsen 20, + v,cos26,) —

€A sen 0;

___}/— (uy sen o - 2y sen B -+ v, cos o — v, cos B) — &2 Voos Fi(Q,,Q,).

2

Le equazioni a cui soddisfano , e v, si ottengono da quelle gia scritte (10),
(11), scambiando 2 con u,, v; con vy, A con — A, @, con &,, O; con 0, e infine
F; con F,. si ha quindi (poiché, per le (9), « resta invariata, § diventa — B):

(12) i¢2=—7°;2—2 (24 cos 2 0, — v, s€N 2 0,) —

—
0

_ = V-z:—: (2, cOS o — vy sen o -+ 2, cos B — v; sen B) - &° CIO: 2 Fo (Qr, Q)
2

(13) é2=%(ugsen262~|—wz‘coszﬁz) -+

A en 0
-+ %— l/':o)_: (uy sen o + vy cos & — 2, sen B — v, cos B) — & S;nw_z Fo (Q,Q,).
2

Per integrare, in via approssimata, queste equazioni sono necessarie alcune
relazioni che andiamo a stabilire.

3. Ricordiamo anzitutto che, se 7 > =1 risulta O (") + O (") =
=0(E"),0EY0E" =0 (s"“”) e che lmtegrale in (0,%), con € (0, L/e),
di una funzione O (¢") & O (" ™.

Sia ¢ (#) una funzione O (e”) nell'intervallo di tempd (0, L/e), con derivata
d ;=0 (&"™) nel medesimo intervallo. Supposto, per ¢ € (o, Lfe),
| poy + g, | > @, con @ numero positivo grande rispetto ad ¢, (p, ¢ interi),
valgono le seguenti formule:
t
(14) [“P () cos (pby + ¢0,) A =0 (") ; f‘P (#) sen (p0; +- ¢6,) dz = O (™).
s ,

0
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Dimostriamo la prima delle (14); in modo analogo si procede per la seconda.
Si ha:
t t

~

(15) J ? (0) cos (20 + g8 de = | O & sen (96, -+ g8y dr =
0 0
4

[ e . \t_{g 9 (2) '
= [pm1+qw2 sen (96, +992,]0 | @ (ﬁw1+qwz) sen (0, +¢8,) dz .
0

Ora, il primo termine all’'ultimo membro di (15) & O (¢*) in quanto prodotto

di @ (#), che ¢ O (e"), per la funzione limitata in_(;ﬁe_l—l—_g@_z)’ per la stessa
Py + g0
ragione nel secondo termine la funzione integranda & O (") e quindi I'in-

tegrale ¢ O(c"). Si deduce quindi la prima delle (14). Come conseguenza delle
(14) si ha, posto p = 2, ¢ = o:

¢ ¢

(16) fcp(z‘) cos26, dt =0 (" , f‘cp (¢ sen 26, d¢ = O (e"),

[} 0

P 1
da cui si ha anche, essendo sen 2 6, cos 20, = — sen 49;:

t

(17) » {(\o (¢) sen 20, cos 26, dz = O (") ;
o

e queste formule valgono anche sostituendo 8, a 0,.
Per le formule di prostaferesi si ha poi, ricordando la (9):

cos 20, cos a = % [cos (3 6, + 8,) + cos (8; — 6,)]
cos 20; cos B = % [cos (38, — 6,) -+ cos (8, + 6,)],

quindi, poiché per ipotesi | W, — wy| >a, |30, — 0y | >a, |30—w|> a,
si ha anche (sostituendo nelle equazioni sopra scritte a uno o ambedue i coseni
i seni del medesimo argomento):

L ]
¢ : ¢

19 [o B0 madr=06) ; [e0) a0 e a=0e,
0 0

Ccos

sen

sen 20,, cos «, sen « e analogamente per il simbolo che compare nella seconda

di (18). Formule analoghe valgono poi sostituendo a 6, , 0.

o . ' COos . . . . . ) .
dove il simbolo 20 gon ® indica uno qualsiasi dei prodotti fra cos 28,
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Si ha poi (applicando ancora le formule di prostaferesi e tenendo conto
che a +B=0; + 0, 0—-B=w;— 0w € |;—wy| >a)
t ' t
(19) f(p(t) o Bt =0 () Jcp(z‘) cos o sen o d¢ = O (e),

0 0
t

fcp(t) cos B sen B d = O (e"),

0

Cos cos

dove il simbolo oo« o B mdlca ancora uno qualsiasi dei prodotti fra cos o,

sen a, cosf, sen (.
Ora si noti che, sempre per la (14):

t

t
f ?(¢) cos? (40, + 9By dt — L f o(#) [1 + cos 2 (0, + gby)] dr =
0

0

t
=_;—fcp(t)dt—i—0(s”),
0

e poiché la stessa formula finale vale sostituendo il seno al coseno si ha, (col
solito significato dei simboli), sempre per | pw;, -+ gw, | > a:

t

f o (1) % 20, dt—— f e (#) dt + O (em)
0 0

t

14
(20) ( o (%) g;;: «de= ;— f ¢ (Hde+0O (em);
;o )
t f
[ewetpar=1 [gwartoe.

o

J
0 0

Da queste relazioni se ne possono trarre altre, utili per il seguito, che ora
andiamo a stabilire.

Si moltiplichi #,, dato dalla (10), per 0)12 sen 26, e si integri fra o e 2

1

In questo caso, poiché wlz = O (g) e poiché il prodotto di due funzioni
1

O (e) & O (€%, gli integrali dei termini in % sono, per le (18), O (é2); V'ultimo
integrale ¢ poi I'integrale di una funzione O (¢%) e quindi & O (*). Si ha cosi,
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ricordando anche la (17) e poi la prima di (20) e le (6):
t t

2
. 2
(21) f% 1, sen 20, d7 = {:1 vlsenzzﬂldt—l-O(sz):%vwf
0 1

3
o (O]
0 1 0

‘2
o

3
8wy

dz+0 ().

In modo analogo si ha anche:

t t

. ~ c9
(22) f :)12 7y cos 2 0, dt = i— V1o J °L gy + O (e?).
0

3
© 8w
0 1 1

Si ha poi, tenuto conto dell’espressione di i, , 75, (12) e (13), e delle conside-

razioni fatte:
4

(23) { E}]/%‘* ﬁl‘ (sen o 1ty + cos « U,) d¢ =
] 1 84
0 ¢
t
c2)2 . . 9 €22 2
= | o (vy sen® a + vy cos? o) d¢ + O (%) = 7y, YoN dz +- 0O (%),
0 0
e in modo analogo:
t t
e 1/, 1 . . . { e222
(24) f Ve o (sen B iy — cos P 9y) dz = vy, | 2o, dz+ 0O (e%).
0 0

4. Cid posto, consideriamo i primi due termini nell’espressione (10) di
#;. Si pud scrivere:

> . d [ e , .
(25) — Zm—ﬁ:] (24 cos 20; — vy sen 260,) = — o [% (2, sen 26, + vy Cos 261)] +
i 1
d [ o ©r . . N
+ |\ (#ysen 20, + vy cos 26;) + — (4 sen 20, + 9; cos 26,) .
4(")1 4(’)1

Integriamo la (25) in (0, #). Poiché % (%) %y ,% (%) vy sono O (&%) e
1 1

la' loro derivata ¢ O (¢%), 'integrale del secondo addendo di (25) &, per le (16),
un O (e?). Quanto allintegrale dell’'ultimo addendo, esso si calcola mediante
le (21) e (22). Quindi, a meno di termini O (%), si ha:

t

(26) {-—— —2%% (#y cos 20, — vy sen 20,) df =
0
t .
oy o H .
— — (4 sen 20, + vy, cos 20,) + vy 5 ) + %0 5 dz+ O (&%)
40 4 o 80

1 Wy




GIOVANNA BOSCHI PETTINI, [ntegrazione, in seconda approssimaszione, ecc. 735

Consideriamo ora il complesso dei termini in A nell’espressione {(10) di 1.
Si ha:

(27) ]/ 2 (ug cos & + #y cOs B— v, sen o -+ v, sen B) =

w1

e d oy | 1 L1
=3 {7\ 2 [?z; (senocuﬁ—cosowg)—l—-@(sen Buz——cosﬁvz)]} —

—
% (7\ bt —I—) (sen auy + cos & vy) +

(O] Ql
Mo ?%2—) (sen Buy — cos sz)] —
_ "i‘l/% [f% (sen oy - cos a?y) + '(';—2 (sen P, — cos Bz}z)] )

Ora, posto o (t)—— < l/wz )u, o ()= ( l g é) v, (=1,2), si
ha, integrando fra o e # che gli integrali del secondo e terzo addendo a
secondo membro di (27) sono O (%), in quanto, per le (6), del tipo (14), e
percio trascurabili nelle nostre approssimazioni. Per gli ultimi due addendi,
applicando (23) e (24), si ha:

t

j— % % [—QL (sen atly + cos aty) + Qi (sen P, — cos (3232)] dr =
1 1 2
0
¢
2 )2
=_vw‘J €2\ f—_~dt<}_o<s2>—-
V]
1 5 2 ;40O
= — Yo e? f n 5 o 2 d+0(e?).
0
Si ha cosi
¢
—
28 Lo | M)/ 22 (4 cos o + 2, cos B— v, sen o+ v, sen B) df =
2 J BKOTY
0
= -é- en ‘ 2—? [ o) (sen aztgg + COS aVyg) —|— (sen Bu20 — cos Bv%)]

t
QQ—0 I Q+Qy .
—-)\ (I/‘“)Uza( 61921)0-——-—4—2/1082fk2 51922 d¢+0 (&Y.
0

Passiamo, infine, al calcolo dell’ultimo termine di #%,. Si ha, per le (2) e (3):

(29) 3 Vw_" Fi Qi Q) =

2 COS 61

u .
=g Vm (’Yu Yo, sen 0, + YTuy— V cos O, -+ yi2 ﬁ sen 0, + leé cos 0, + 811) .
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- Integrando fra o e ¢, si ha che gli integrali dei termini in sen 8, cos 6;, sen 0, cos 6,
cos 0, cos B, cos 8, sono, per le (16), (19), tutti O (c%).
Si ha allora, per le (20):

t

(30) f 0% Fy(Q, Qo) de = &2 20 f T gr+ 0.

0 -

Si ottiene quindi per #; la seguente espressione:

1 1

6.‘) (.0. .
(31) Uy = 29 — 4712 (219 sen 20; + w34 cos 20,) + 24 (4 12) +
0

t

‘2
@y I (o 1
+ 210 f _So)_i dz + ry e\ ,/ @y [ﬁl‘ (sen aztgg + cOS o y9) -
0

+ (sen Betgy — cos szo)] — € ( ‘ o ) Va0 (%Tf—%)o_

t t

o 2 2 Qa4Qp 2 %10 | Yu 2
L Jx otk drye fml dr -0 ().

0 0

Per determinare v; ¢ bene notare che, ponendo nelle equazioni (10) e (11) in
iy, oy, 0, = 6, +12:~ , 0, = 0 + % , € ponendo inoltre 7; in luogo di #; e — u;
in luogo di v; ( = 1, 2), le equazioni restano le stesse. Percid v, & espressa
dalla (31) purché si ponga 0; in luogo di 8, ;, in luogo di #;, € — u;, in lu'ogo
di v;,. Si ha cosi, con semplici passaggi, rimettendo poi 8; in luogo di 0; ®.

(32) vy = Vg9 + (‘)12
40

1

(210 s€N 20; — 2419 cOs 20;) + 244 ( :’12 ) _

®; 7o

— %y J dt— — e ‘/ Jat [ TN (sen QUgy — COS Utlgq) —+
80)1

I —A Q2 2
—a (sen By -+ cos Buzo)] - % € (7\ ‘/z—: )0%20 ( (22;*;)21 )o—f—
¢ !
1 2 | 42 2+, g2 %o | Yu 2
+4um€fx N j_al_dt-FO(s).

0 0

Con opportuni scambi si possono ora trovare #, e v, e quindi, con le (3), (4),

le Q.

(5) 11 camblamento di segno nel terzo e quinto termine di (32) si spiega tenendo presente

che lim cos 20 = lim cos (0 +6 Y =cos® = —1.
t—>0 t—0
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