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Meccanica. —  Integrazione, m  seconda approssimazione, dfr 
<2^//# meccanica a coefficienti lentamente variabili. N ota di G io 

v a n n a  B o s c h i P e t t in i  presentata dal Socio D. G r a f f i .

Summary. — In this paper the problem of the small oscillations of a mechanical or 
electric system, with two degrees of freedom and some of the involved parameters slowly 
varying with time, is analysed. An approximate solution, valid in a vary large time interval, 
is obtained.

I. In alcune Note precedenti [i], [2], [3], ho considerato i piccoli moti, 
intorno ad una posizione di equilibrio stabile, di un sistema meccanico a vincoli 
lentam ente variabili col tem po e soggetto a forze derivanti da un potenziale, 
eventualm ente anch’esso lentam ente variabile col tempo. Più precisam ente, 
ricordo che per vincoli lentam ente variabili col tem po intendo le equazioni 
che li rappresentano funzioni, oltre che delle coordinate lagrangiane, anche 
ed esplicitam ente del tem po t tram ite una variabile, detta degli Autori russi 
« tem po lento », t  =  zt dove s è un num ero positivo molto piccolo, inoltre 
suppongo il potenziale dipendente, oltre che dalle variabili lagrangiane, espli
citam ente da t  (1).

Prendendo in considerazione un sistema meccanico a due gradi di libertà 
e riferendo il sistema a coordinate normali Qx , Q2, si giunge (cfr. [2]) alle 
seguenti equazioni:

. Q i + w Ì Q ^ e X Q i + e 'F . C Q ^ Q , )
U)

Q 2 +  <4 Q2 =  -  sXQ, +  F 2 (Q, , Q2)

dove co, (t) , co2 (t) , X (t) . sono funzioni note (le due prim e positive) di
t e (o , L) (cioè per /  6 (o , L/s)), di classe C(1> in (o , L), m entre F, (Q ,, Q2)
e F2 (Qi , Q2) hanno espressione (con notazione diversa da quella usata nelle 
N ote citate):

(2) F i (Qi > Q2) =  Tn Qi +  T12 Q2 +  8U ; F2 (Q1 , Q2) =  y21 +  y22 Q2 +  S22

dove le y e S sono funzioni di classe C(1) di t  € (o , L).
Si noti che equazioni del tipo (i) si ritrovano anche per circuiti elettrici 

accoppiati con caratteristiche lentam ente variabili nel tempo. È bene anche 
osservare che se i vincoli e il potenziale non dipendessero da t  sarebbe, ovvia
m ente, s — o, (ùx e co2 costanti e coj , co2 sarebbero le frequenze proprie del (*)

(*) Nella seduta del io  maggio 1975.
(1) Per maggiori chiarimenti cfr. Nota [1 ].
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sistema. Ora, poiché ù>± e co2 variano molto lentam ente col tempo, continueremo 
a chiam arle frequenze proprie del sistema (2).

Nella N ota [2], per risolvere il sistema (1), applicando in sostanza il metodo 
della variazione delle costanti arbitrarie, ho posto:

(3) Qi =  - sen 0j -\ Fcox
V i

]L>i cos 03

(4) Ql =  V« 1 COS 0J-- V“ \ v x sen 0-

Q2 =  ~^=r sen 02 +  — - cos 02 
reo 2 Feo 2

Q2 =  ]/co2 M2 cos 02 —  ]/o)2 v2 sen 0«

dove le u  , v, sono funzioni del tem po e:
t

(5) 9i =  J  « i At ; 02
0

t

Où2 dt,
0

ed ho dim ostrato che, se s è abbastanza piccolo, per t  € (o , L/s), cioè anche 
per un intervallo di tem po molto lungo, si ha (uÌQ , v ÌQ , i  =  1 , 2 valori ini
ziali di u , v  facilmente calcolabili con i valori iniziali delie Q e loro deri
vate Q):

(6) u% =  u i0 +  o  (£) ; v% =  Vi0 +  o  (s) 2 =  1 , 2 .

R icordando che per O (en) si intende una funzione di t  m aggiorata in valore 
assoluto da una costante positiva m oltiplicata per zn, le (6) ci dicono che, nel
l’intervallo di tem po (o ,L /s), se si ritengono u i e costanti si determ inano in 
corrispondenza le Q i con un errore dell’ordine di s, cioè si determ inano le 
Qi in prim a approssim azione.

Come si vede, Qx e Q2 risultano, in sostanza, funzioni sinusoidali di fre
quenza Wj e (o2, sia pure lentam ente variabili col tempo.

In  'questa N ota (3) mi sono proposta di determ inare i valori delle ui e vi 
con un errore dell’ordine di s2, sempre per / € (o , L/s).

Si ottiene, in tal modo, una soluzione ovviam ente più com plicata delle (1), 
m a la m igliore approssim azione può perm ettere di porre in evidenza proprietà, 
forse di qualche interesse, di questo sistema.

Noi otterrem o questi risultati supposto, per ogni t  e (o, L) , | coj — co2| > a  ,
I 3 —  w2 I >  a > I 3 w2 —  &>i I >  dove a è un num ero positivo, indipen
dente da s e grande rispetto ai valori che si attribuiscono ad s.

2. Le equazioni a cui soddisfano zq e v1 sono le seguenti (4).

(?) (ux cos 2 0j — v1 sen 2 0X) +

+  sk | / ~  (u2 cos 0J cos 02 — v2 cos 01 sen 02) +  s2 ¥ \ (Qx , Q 2) ,

(2) Anche questa nozione è precisata in [1].
(3) Per i sistemi a un grado di libertà la questione è risolta nella [3].
(4) In questa Nota si è preferito scrivere e o>2 in luogo dei simboli zcù'x , z(ù'2 usati in [2].
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(8) v 1 — — - {ux sen 2 0! +  vx cos 2 0X) —

— sX l /  0)2 (u2 sen 0! cos 02—  v2 sen 0X sen 02) — s2 ^ ^  Fx (Q1 , Q2) .
' I cox

Posto:

(9) OC =  0 !  “ h  0 2  ,  ß  —  0 !  0 2  , Q j  = ' 0 )2  “ I" CO2 -, “  W 1 - - - - -  & > 2  >

si ha:

(10) ù.i =  — - (u t cos 2 0X — v1 sen 2 0X) -fi ’

sX  1 /  COo /  COS 0J
+  V  y ^ï" ^ 2 cos a +  «2 cos ß —  z>2 sen a +  v2 sen ß) +  s2 F , (Q , , Q2) .

(11) v1 =  (u, sen 2 0, +  v, cos 2 0,) •—

eX ; / o>o / _ sen 0!
- — ] —  («2 sen a +  «2 sen ß +  ^2 COS a — COS ß) —  S2 Fi (Q1 , Q2) .

Le equazioni a cui soddisfano z/2 e v2 si ottengono da quelle già scritte (io),
(i i), scambiando ux con u2) vx con v2y A con ■— X , cox con co2, 0X con 02 e infine 
F x con F2. si ha quindi (poiché, per le (9), oc resta invariata, ß diventa — ß):

(12) u 2~  — (u2 cos 2 02 — v2 sen 2 02) —
2C02

— ~  i G r  (u ' cos a —  sen a  +  u, cos ß —  v, sen ß) +  z c° _  F 2 (Q, , Q2) 
f 2 1 co2

(13) v2 =  («2 sen 2 03 4- v2 cos 2 02) +
2C02

+  j / ~  («i sen a +  ?/, cos a —  ux sen ß —  v, cos ß) —  z —= ? - F2 (Q, , Q2) .

Per integrare, in via approssim ata, queste equazioni sono necessarie alcune 
relazioni che andiam o a stabilire.

3. Ricordiam o anzitutto che, se m  >  n >  i risulta O (sw) +  O (em) =  
=  O (zn)„ O (sn) O (zm) =  O (en+m), e che l’integrale in (o ', t), con t e (o , L/e), 
di una funzione O (sn) è O (s^“ 1).

Sia cp (t) una funzione O (sn) nell’intervallo di tempcf ( o , L/s), con derivata 
— O (sn+1) nel medesimo intervallo. Supposto, per /  € (o , L/s),

I piùx +  qcù2 I >  a, con a num ero positivo grande rispetto ad s , (p  , q interi), 
valgono le seguenti formule:

t t

(H ) ^ 9 00 cos (j>Qi +  q$%) à t =  O (en) ; j  cp {t) sen (^0X +  qQ2) d t =  O (sn).
0 0
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Dim ostriam o la prim a delle (14); in modo analogo si procede per la seconda. 
Si ha:

t 1

(15) J <P 00 cos 0 6 ,  +  q®2) d t =  J  sen ( p ^  +  qQ2) d t  =
0 0

t

= ^  < /e ' + » « i , -  /  à  ( # ^ f + w ) sen ^ +?«>>d i •
0

Ora, il prim o term ine albultim o membro di (15) è O (sw) in quanto prodotto 

di 9 (/), che è O (sn), per la funzione lim itata — , per la stessa
P<»1 +

ragione nel secondo term ine la funzione in tegranda è O (sw+1) e quindi l’ih- 
tegrale è 0 ( s w). Si deduce quindi la prim a delle (14). Come conseguenza delle
(14) si ha, posto p  — 2, q =  o:

t t

(16) f  9 (t) cos 2 0j d7 =  O (sB) , f  cp (*) sen 2 6, d t =  O (e*) ,
0 0

da cui si ha anche, essendo sen 2 0X cos 2 0X =  — sen 4 0j :

t

(17) f (? if) sen 2 cos 2 0j dzf — O ( tn) ;
J0

e queste formule valgono anche sostituendo 02 a 0j.
Per le formule di prostaferesi si ha poi, ricordando la (9):

cos 2 0J cos a =  — [cos (3 0t +  02) +  cos (0, — 02)]

COS 2 0! COS ß — — [cos (3 0! —  02) +  COS (0j +  02)] ,

quindi, poiché per ipotesi | o>x —  co2 | >  a , | 3 — co2 | >  a , | 3 co2 —  <ù1 \>  a,
si ha anche (sostituendo nelle equazioni sopra scritte a uno o am bedue i coseni
i seni del medesimo argomento):

t t

(18) J  cp (0 “ s 2 0, ™  OC à i  =  O (e*) ; J  cp (t) ™  2 0* ™  ß d ;  =  0  (e*) ,
0 0

dove il simbòlo 2 0! ^  a indica uno qualsiasi dei prodotti, fra cos 2 0 j , 
sen 20j, cos a, sen a e analogam ente per il simbolo che com pare nella seconda 
di (18). Form ule analoghe valgono poi sostituendo a 0! , 02.
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Si ha poi (applicando ancora le formule di prostaferesi e tenendo conto 
che a +  ß =  cdx +  o>2 > a —  ß =  coj •— oa2 e | cùt — co2 | >  a):

t t

C'9) / * ( C C N .  =  0 ( , - )  , / » «  c o s a s e n . d / . O C - ) ,
0 0 

t

j* <p(t) cos ß sen ß d / =  O (sn) ,
ô

dove il simbolo ^  a ^  ß indica ancora uno qualsiasi dei prodotti fra cos a, 
se n a , cos ß, sen ß.

O ra si noti che, sempre per la (14):

t tj  cp (t) cos2 (/0J +  ^02) At =  A  J  cp(7) [1 +  cos 2 (/>0, +  ^02)] dif =
0 0

t

=  ~  J  ?(t)dt  + 0  (sn) ,
0

e poiché la stessa form ula finale vale sostituendo il seno al coseno si ha, (col 
solito significato dei simboli), sempre per | p coj +  qoò2 \ >  a :

t tJ  ? (0  l e ì  20x At =  4  j  ?  (t) df +  O (e»)
0 0

t t

(2°) f  ? (0 s S  a àt =  ~  J  ■? (0 d* +  O (e*) ;
0 0

t t

f  ?  (t) sen* =  I <p(t)dt +  0  (sn) .
0 0

D a queste relazioni se ne possono trarre  altre, utili per il seguito, che ora 
andiam o a stabilire.

Si moltiplichi ül9 dato dalla (io ), per sen 20J e si integri fra o e t .
4«!

In  questo caso, poiché - =  O (e) e poiché il prodotto di due funzioni
4tói

O (e) è O (s2), gli integrali dei term ini in X sono, per le (18), O (s2); l’ultim o 
integrale è poi l’integrale di una funzione O (es) e quindi è O (s2). Si ha così,
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ricordando anche la (17) e poi la prim a di (20) e le (6):

(21) ùx sen 20x dt =  f  —i- vx sen2 20j d t+  O (s2) =  — vltl f  d t+ O  (e2). 
4“>l J 810“ 2 j  g«20 ■L 0 

In modo analogo si ha anche:

t

(22) <*1 
J 2 4CÙ!

t
r ' 2

vx COS 2  Ó.t L ^ j ^ d t + O V ) .

Si ha poi, tenuto conto dell’espressione di ù2 , v2 , (12) e (13), e delle conside
razioni fatte:

t

—  ]/ — ^  (sen (xm2+  cos oc z)2) d^(23) f  ■
0

«

=  J  (vx sen2 a +  vx cos2 a) d* +  O (s2) =  v10 f  d t +  O (s2) .

e in modo analogo:

(24) j / ^  (sen ß m2 — cos ß z>2) d / =  z/10 f
£2 X2

4. Ciò posto, consideriamo i primi due term ini nell’espressione (io) di 
ùj. Si può scrivere:

(25)

+

— -  (ux cos 26] — v1 sen 20^) =  — —  (u i sen 20 i+  1̂ cos 2®i) j

( 4 )At \ 9 I (Ul Sen 201 +  V1 cos 20i) +  ( « J  sen 20, +  Vx COS 20,) .' At* I 4(0̂

vx sono O (s2)Integriam o la (25) in ( o , /).  Poiché — ux

la' loro derivata è O (s3), l’integrale del secondo addendo di (25) è, per le (16), 
un O (s2). Quanto all’integrale dell’ultimo addendo, esso si calcola mediante 
le (21) e (22). Quindi, a meno di term ini O (s2), si ha:

coi
2(ùx (ux cos 20j — z/j sen 20x) d t =

<*>1
4 cùJ

(u10 sen 20! +  v10 cos 20x) +  zfio
( K ) . + , , ," / ^ d' + o

(s2) .

(26)
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Consideriamo ora il complesso dei term ini in X nell’espressione (io) di ù1. 
Si ha:

(27) COS a +  ^2 COS ß --- 2̂ sen a +  2̂ sen ß) =

j / ~  (sen a u2 +  cos a^2) +  (sen ßz/2 — cos ß v2)

[ w  ( x F S  i )  (sen + cos a **) +

2 t COi

_s_ d_
2 cU

+

Ora

17 ( X 1^5 i )  (sen ^  ~  cos ^ ä)] “

~  J / ^  (sen <*«2 +  cos a v2) +  A - (sen ßw„ —  cos ßz)2)

’ posto cp (0  =  A  ( x | / g  A .)  «a o 9 (0  -  ~  V* (* =  o  2), si

ha, integrando fra o e t, che gli integrali del secondo e terzo addendo a 
secondo m em bro di (27) sono O (s2), in quanto, per le (6), del tipo (14), e 
perciò trascurabili nelle nostre approssimazioni. Per gli ultim i due addendi, 
applicando (23) e (24), si ha:

t

- — j / ~  (sen olü2 +  cos <xv2) 4- —  (sen ßw2 ■— cos ßz)2) j d t =

1̂0
I £2 X2 dt V1QJ 4«1

0 \
t

I
T V10 z2 f X2 Oi Gg

e2 X2 
4Q2 d t +  O (s2) =

Si ha così: 

(28) [ x i S (U2cos oc +  u2 cos ß —-v 2 sen a -j- v2 sen ß) d t =

= 4 sX| / g  [ i (sen +  cos olv20) +  ß-  (sen ß^20 —  cos ßz/20) ]
X £

t
( ì / <ùz \ ~ .  Y ^ 2  I 2 C  ^ 2  A- f  \ r \J  1  T V 5 T d' +  °

Passiam o, inline, al calcolo dell’ultim o term ine di ùv Si ha, per le (2) e (3):

(29)

2 COS 01  /  U 1 a  . y l  n  . U 2 A . ^ 2  A , \

~ s lYu v « r sen 01+ T u  cos 01 Yia v w sen 02+ Ti2^  cos 02 +  Snj  '

s2 Fj (Q , , Q2)
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Integrando fra o e t, si ha che gli integrali dei term ini in sen 0X cos 0l5 sen 02 cos 0X, 
cos 0! cos 02, cos 0!, sono, per le (16), (19), tu tti O (s2).

Si ha allora, per le (20):

t t

(30) z2 j  Fj ( Q j , Q2) cU =  s2 —  J  d£ -f- O (s2) .
0 0 -

Si ottiene

(31)

quindi per ux la seguente espressione:

%  K o  sen 20! +  vw cos 20j) +  vw ( ) - f
V 4« !  /  o*10 4«

Vi° J  —  d t 4- --- sÀ j / — ĵ -—  (sen <x.u20 - f  cos a v20) +

t t

I X2 dif +  £2 —  f  ^  d t +  O (s2) .J g 2 J CO! V '

+

+  (sen ß^20 —  cos ß^20) | -----— s

s*

Per determ inare vx è bene notare che, ponendo nelle equazioni (io ) e ( n )  in
Mi , V\ , 0i — 0i +  y  > 02 — 02 +  ~  , e ponendo inoltre in luogo di e —  u {

in luogo di Vi (i =  i ,2),  le equazioni restano le stesse. Perciò v1 è espressa 
dalla (31) purché si ponga 0i in luogo di 0^, vÌQ in luogo di u i{) e — u ÌQ in luogo 
di v ifì. Si ha cosi, con semplici passaggi, rim ettendo poi di in luogo di 0̂  (5).

(32) »1 =  v10 +  K o  sen 20! —  «io cos 20x) +  uw
4“ i

t

—  «10 J  8“~3 d t  — eX | / ~  (sen a%, —  cos oc«20) +
0 1

- i  <sen ^ 2° +  cos P*2«)] -  - f £ ( x (^^5 ^ ) 0+
t t

+  t  “ ■« ■’ /  x‘ w d' -  T 1 j  d ‘ + 0  '
0 0

Con opportuni scambi si possono ora trovare u2 e v2 e quindi, con le (3), (4),
le Q.

(5) Il cambiamento di segno nel terzo e quinto termine di (32) si spiega tenendo presente 
che lim cos 2 0. =  lim cos (0t -1- 0 /)  =  cos 7t =  — 1.

*—►0 if->0
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