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RICCARDO CENERIN1, Dispersione idrodinamica di una sostanza inquinante, ecc. 593

Meccanica dei continui. — Dispersione idrodinamica di wuna
sostanza ingquinante nel ferreno. Nota 1 di Riccarno CENERINI®,
presentata ®” dal Socio G. Surmvo.

SUMMARY. — Hydrodynamic dispersion of a chemical in a porous saturated medium
s solved theoretically in radial geometry, with a boundary condition of practical interest.

Constant radial water flow-rate is assumed and absorption of the soil and radioactive
decay of the tracer are considered.

Theoretical curves are given for some values of the parameters governing the hydro-
dynamic dispersion.

1. INTRODUZIONE

L’analisi della dispersione idrodinamica di una sostanza in un ammasso
poroso, presenta un interesse attuale in relazione alla immissione nel terreno
di crescenti quantitd di materiali inquinanti (rifiuti di vario genere sia in
superficie che in profondita, erbicidi e pesticidi in agricoltura, ecc.), con peri-
coli di contaminazione delle falde acquifere e dei corpi idrici in genere.

I parametri principali che intervengono nel movimento di una solu-
zione nel terreno, sono il coefficiente di dispersione della sostanza nell’ammasso
poroso preso in esame e la eventuale velocita di filtrazione dell’acqua.

La sostanza immessa pud essere soggetta, nel corso del movimento, ad
interazioni di vario genere con il terreno ed inoltre a degradazione biologica,
ia cambiamenti chimici o a decadimento radioattivo.

In questo articols viene affrontato analiticamente il problema in geometria
radiale per alcune condizioni iniziali e al contorno di interesse pratico.

2. IL MODELLO

Consideriamo un ammasso poroso saturo d’acqua.

Occorre risolvere prima il problema della filtrazione dell’acqua per
ricavarne la distribuzione di velocith da introdurre nell’equazione della
dispersione. .

In geometria (7, &), assunta una altezza unitaria dell’ammasso poroso con
un coefficiente di dispersione £, il fenomeno della dispersione & descritto da:

3 3 3] .
%;— = — J;’— — -—9{% — % a; (conservazione della massa)
9
(1) Jr=—‘k0§“|‘U0rC
kg o

Jo = 35 T Uos ¢

{(*) Istituto di Idraulica dell’Universita di Bologna.
(**) Nella seduta del 12 aprile 1975.



504 Lincei — Rend. Sc. fis. mat. e nat. — Vol. LVIII — aprile 1975

ove:
¢ € la concentrazione della sostanza;

J., Js sono i flussi della sostanza in direzione radiale e tangenziale;

Ug, Upy sono le componenti radiali e tangenziali della velocita di
filtrazione dell’acqua;

ko ¢ il coefficiente di dispersione idrodinamica del materiale nel sistema
terreno—acqua. La diffusione libera di ioni o di molecole in acqua ferma &
un processo che avviene con un coefficiente di diffusione molecolare dell’or-
dine di 107" cm®[sec per varie sostanze in soluzione di interesse pratico (ad
esempio HCI, NaCl, CaCl,, Na,SO, , MgSO, , KCI).

Tale coefficiente dipende dalla temperatura e dalla concentrazione della
soluzione.

Quando il movimento avviene in un ammasso poroso, la dispersione
puo essere fortemente influenzata anche da altri parametri quali: la velocita
di filtrazione dell’acqua, l’assorbimento della sostanza da parte del terreno,
la forma dei pori che determina le traiettorie a cui ¢ obbligata la soluzione,
le interazioni ioniche con possibili modifiche della viscosita dell’acqua, ecc.

L’assorbimento pud essere sensibile e comporta riduzioni di £, quando
vi ¢ affinitd chimica fra soluto e terreno. Cid si verifica, per esempio, per
i rifiuti radioattivi costituiti da metalli pesanti, o terre alcaline che presen-
tano una forte affinitd con l'argilla e i sedimenti calcarei [1] [2].

- Un numero crescente di ricerche sono state dedicate recentemente alla
determinazione sperimentale (usualmente con spettroscopia gamma) della
migrazione dei radionuclidi nel terreno [3]. Le misure effettuate sembrano
dimostrare che le proprieth di scambio ionico del terreno sono dovute
essenzialmente alle frazioni dell’argilla e che in genere i componenti cationici
dei prodotti di fissione radioattivi sono trattenuti nei primi strati del ter-
reno (specie se in questo sono presenti taluni ioni estranei), mentre gli
anioni (esempio complessi del radioiodo) possono venire ritrovati a distanze
notevoli.

In caso di simmetria radiale (Js == 0) e ammettendo in via approssimata
che il coefficiente £, sia costante e che prevalga quindi il fenomeno di diffu-
sione molecolare con concentrazioni non troppo elevate, le (1) si riducono a:

2 1 o c o Uy,
(2) % :ko (—37—2~ + — —*—) '——Uw (7 +j}:)———g 9}")_ .
L’assorbimento da parte del suolo comporta il passaggio di parte della
sostanza dalla fase liquida alle particelle solide del terreno e puo essere

considerato inserendo a secondo membro della (2) il seguente termine (legge
di Freunlich):

(3) —aR
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ove:
R — (AG/TNa

con:

AG = energia libera del termine di assorbimento (Caljmole);

N, = numero di Avogadro;

/. = costante di Boltzmann;

T = temperatura assoluta;

o = rapporto dell’area attiva delle particelle del terreno rispetto

all’area totale delle stesse.
La (2) diviene quindi

W s eule b

7 ¥ or

avendo posto:

o £y . ~ Ugps
(5) F=irer b U T iR

L’eventuale decadimento radioattivo della sostanza che diffonde nel
terreno, pud venire inserito tenendo presente che esso comporta una ridu-
zione del nuclide dopo il tempo # secondo la legge:

—n
c=c¢y¢
ove:
¢y = concentrazione per ¢ = 0;

» = costante di decadimento propria del nuclide ()\ = 0,1,6?3 ove Typ
1/2

& il tempo di dimezzamento).

Con l'assorbimento e il decadimento radioattivo I'’equazione della disper-
sione diviene:

6) %;zie(%;;jt ! 3‘)—Ur(i+_§;)_c Ur e

r o o

3. SOLUZIONI DELL’EQUAZIONE DELLA DISPERSIONE

Ammettiamo che il moto filtrante dell’acqua sia stazionario e che la
velocita U, abbia la dipendenza:

. %10
Ur=—" = hirary

e cio¢ si abbia una portata radiale costante dell’acqua.
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La (6) diviene in tale ipotesi:

A ?c TR %
) =k Ty e

Si trasformi la (7) con Laplace rispetto al tempo:

[oo]
”

t(r,)=Llc(r,t)] = ' e~ e de.

J
0

Ammettendo che all’istante iniziale la concentrazione sia ovunque nulla si
ottiene:

Uy
Pz =7 % +r
® ST,
che da:
(9) t(r,s) =7 AI\.(V&:A r)-l—BK\.“/s—Z)\ r)]

avendo posto:

e avendo indicato con I, e K, le funzioni di Bessel modificate di ordine v.
Poiché fisicamente deve aversi:

lim ¢ =o
r—>00

si deduce:
A =o0 e la (9) diviene:
\

(10) E(r,s):BK\,<VS+ )

A
%

Consideriamo come condizioni iniziali e al contorno:

‘c(r,fzo)zo

an ? r(rzo,z‘>o)=coe_“

Le (11) equivalgono, in pratica, all'inserimento all’istante iniziale in un
pozzo profondo nel terreno, di area molto piccola rispetto a quella sotto
controllo, di una sostanza la cui concentrazione vi pud essere considerata
(salvo il suo eventuale decadimento radioattivo) costante nel tempo durante
il quale interessa esaminare il fenomeno.
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\

Questa tecnica ¢ talvolta impiegata per lo smaltimento con iniezione
sotterranea di rifiuti liquidi di origine industriale.

Nella seconda parte di questo studio verranno prese in esame altre
condizioni iniziali e al contorno che possono verificarsi in pratica.

Per ricavare 'espressione di B, si noti anzitutto che la seconda delle (11)
ha per trasformata:

(12) (0,8 = S:‘_’)\-

L’antitrasformata della (10) viene notevolmente agevolata se si osserva
che & (per v==0): -

v

——1
(s +NZ . ( [s A )__
21 v2 T (v) K, "/ )=

(13) lim

7->0

v

— =1 .
(s AENE v 1y/s+x N7V«
=lim ey 2 T (7 l/ % ”) =T

r=>0

ove con:
I'ev) = J e~ xv 1 dx

0
si € indicata la funzione gamma.

Grazie alla (13), la (12) & soddisfatta se per il coefficiente B che com-
pare nella (10) si pone:

Y
co(s+n)2
(14) B = Sty

Con tale posizione la antitrasformata della (10) ¢ data da [4]:

F(v ,f_z_)
—1 = A T Akt
as) o= LG, ) = o™ L
ove:

[ee]
(16) P(v, S) = [ eratar

4kt

¢ la funzione gamma incompleta.
La (13) risolve il problema per le condizioni iniziali e al contorno indi-
cate in (I1).
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La (15) dimostra che, in linea teorica, al crescere indefinito del tempo
si stabilisce in tutti i punti la concentrazione imposta nell’origine, se non
avvengono, nel frattempo, modifiche della sostanza.

Il metodo seguito non &
filtrazione dell’acqua.

A tale proposito ¢ conveniente calcolare dalla (15) la quantith di mate-
riale ¢ che nell'unitd di tempo passa attraverso la superficie cilindrica di
altezza unitaria e raggio 7.

Considerato che il flusso radiale ¢ dato dalla seconda delle (1), si ha:

valido per 7; = 0, cioé¢ in assenza di moto di

(17) g(r,z‘):znr]r:zrcr(——ézi i:l—c):

2T e ™ 47—; 7\ »2 ‘
= T [2,€g 4:(41?_,) +%1F(V’__4é;)}
Nell’'origine la (17) diviene:

go=¢(0,8) =2mcoe M u,.

La (15) puo quindi essere espressa, facendo comparire ¢, come segue:

(19) 5@,;):%.

27w I' (v) -

La (19) e valida anche per #, = o e si riduce in tal caso, passando al

limite, a:
72
41% r (4/ét) ’

Tale risultato si ottiene anche osservando che per #, = o la (7) si
riconduce (escludendo il termine di decadimento) alla nota equazione della

conduzione del calore, e per una sorgente nell’origine di intensita go costante
nel tempo, porta a [5]:

(19 bis) c(r,t) =

[oe]
. 'g—x Qo r2 .
(20) cOrt) = Mé . dx_ﬂzr(w)
734 bt )

E interessante confrontare la soluzione (13) rzmvaz‘a per la geometria
radiale, con quella in geometria x.

Si ammetta che 'ammasso poroso (ove sia ¢ = o all’istante iniziale)
occupi il semipiano delle x positive e che sull’asse x = o, a partire dall’istante
iniziale, venga mantenuta una concentrazione c¢oe¢*. In pratica cid puo
corrispondere allo spargimento di una sostanza su una notevole area, mentre
il moto verticale dell’acqua di filtrazione pud essere causato dalla pioggia.
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In luogo della (6) si ha:

oc R o
<21) WﬁéW»_Uﬁx—_)\[

Trasformando rispetto a Laplace nel tempo si ha:

2 —
(22) if; U o 7\—|~SE__

la cui soluzione (che soddisfa alla condizione lim ¢ — o) &
X—>00

U e
(23) E(x,:):Agx[zé (4k*+ % ) J
Imponendo per x = o:

‘o

Y

(24) | (0,9 =

viene determinato il valore di A e la antitrasformata della (23) & [4]:

(25) c(x, ) =2 [¢(x,9)] =
2U U U
= —; o PrTa [e— 2% erfc (%) -+ e 2% erfc (%)] .

La (23) puo essere risolta anche imponendo nell’origine in luogo della (24):
(24 bis) t(o,5) =2

cio¢ ammettendo che il decadimento radioattivo avvenga solo nel corso della
migrazione del radionuclide e che la concentrazione in x — o rimanga costante
nel tempo.

In tale ipotesi si ricava con alcuni passaggi:

U (B e 2 12
(25 bis) c(r,j):%goezk {e (4k:+k) erfe [x (U +_4)Je) t] +
2 Vit

Uﬂ l 1/2
€ ez(Tk"F'l?)l erfe [”+(U2+47\'€)1/2’]} .
2 Vit

Le (25) e (23 bié) sono valide anche per U = o.

4. ALCUNE VALUTAZIONI NUMERICHE

A titolo indicativo vengono fatte alcune valutazioni numeriche in geo-
- metria radiale relative alla (15), ammettendo A = o.

41. — RENDICONTI 1975, Vol. LVIII, fasc. 4.
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I calcoli sono agevolati ricordando che:

2 2
T (V, 7_) .
ARt) 2kt
(26) oy =9 2v
ove:
72 00
; 2 A1 I
(27) Q| P, ) =TI | @ e dr
722kt

¢ la funzione di probabilitd chi—quadrato che e tabulata [6].

curva I: 7 I cm ——Ll I curva 3 7 4 cm —ul I
va 1: 7 = ; = — ; =
T2k T2k
u1 ui
curva 2 7 = 1Cm; ——- = 0,5 curva 4: 7 =4cm; —- = 0,5

Q | L | | ) 1 ] I | ! ] L ! 1
1 2 3 a 5 6 1 8 9 10 M 12 13 1 15
t giorni
Fig. 1. — Andamento della concentrazione in funzione del tempo in due posizioni prefissate

e per due valori del rapporto f—; (£ = ko = 1075 cm?/sec. AG = o).

La fig. 1 (nella quale, cosi come nelle successive, si assume A = 0)
riporta la concentrazione in funzione del tempo per due valori del raggio,
" e per due valori del rapporto v assumendo per il coefficiente di dispersione:
£ = ky = 10 ° cm’[sec, in assenza di assorbimento (AG = 0).
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La fig. 2 mostra linfluenza dell’assorbimento del terreno passando
da AG = o (assorbimento nullo) a AG = 6 kcal./mole per due valori di «
(rapporto dell’area attiva della particella del terreno rispetto alla loro area
totale), assumendo, £, = 107" cm?[sec; » = I cm; v = 0, 5.

Un aumento dell’assorbimento ha lo stesso effetto di una riduzione della
velocita di filtrazione dell’acqua.

curva 1: AG = o

curva 2: AG == 4 kcal/mole; o = 104
curva 3: AG = 4 kcal/mole; o = 2-107%
curva 4: AG = 6 kcal/mole; o« = 1074
curva 5: AG = 6 kcal/mole; o = 2- 1074
C(r,t)
Co
1
Q9 :
— 1
as] y
4
o] 5
oL
0.3
04
03 |
o,
ol
0 E '
T T T T T Y T T T T T T T T T -
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
t( giorni)
Fig. 2. — Influenza dell’assorbimento del terreno sull’andamento temporale della concentrazione
. u
in un punto prefissato (» = 1 cm) (-ﬁ = 0,5; Ao = 1075 cm2/sec.>.

La fig. 3 riporta per un tempo prefissato (# = 10’ sec ~ 116 giorni) la
posizione del fronte dell’onda che diffonde, per diversi valori del rapporto v
(k = ky = 107" cm®[sec; AG = o).

La fig. 4 mostra l'effetto di ritardo dell’assorbimento del terreno sull’avan-
zamento dell’onda che diffonde, avendo assunto per tutti i casi il valore
v = 230 (&g = 107° cm®[sec; a = 2-107%).

Come si vede, 'assorbimento del terreno pud causare un rallentamento

sensibile del fronte dell’onda, che tende a divenire piti ripido al crescere
di AG.
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curva 1: 2 1
va I; —— =
C(r,t) 24
Co
curva 2: -4 =3
'S T2k
o4 . w0 o
urva 3: —— =
3 2k
08 1 2 3
07
06|
05|
04_]
03_|
02.]
01_]
° T T T T ] T 1]
o o1 o2 o3 oa 05 oe 07 o8 09 1 r(m)
curva 4 a o
va 4: =
24 5
curva § “ 250
va § —— =
24
C(r,t)
Co
1
og
08 4 5
07
084
05.]
04
0,3.]
02 |
01
o T T T T y T T T T
1 Tz 44 6 18 3 22 28 2% 28 3§ 32 3a r{m)

Fig. 3. — Fronte dell’onda inquinante all’istante # = 107 sec. (~ 116 giorni)

%1

per diversi valori di —- (£ = 4o = 1075 cm?fsec; AG = o).

24
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Ad una certa distanza dall’origine, il fronte risulta ben definito e separa
in modo netto la zona occupata dalla sostanza da quella non ancora raggiunta.

curva 1: AG =o curva 3: AG = 5 kcal/mole
curva 2: AG = 4 kcal/mole curva 4: AG = 6 kcal/mole
%1 \
2é 5 .. .
er tutti 1 casi
/o = 1075 cm?/sec. P
o = 2-107%
C(r,t)
Co
1
0,94
08
0,7 4 3 2 1
96
0,51
94
0,3
0,2-1
0,1
° LI N AN S SN [ SN R [ B DU S S S R D —
0O 02 04 06 08 1 12 14 18 18 2 22 24 28 2,8 3 32 34 36

r(m)
Fig. 4. — Influenza dell’assorbimento del terreno sulla posizione del fronte d’onda in un
istante prefissato. (# = 107 sec. ~ 116 giorni).

Per valori elevati del rapporto v (v > 200), come si possono riscontrare
facilmente in pratica, la (15) pud scriversi (per A = 0):

72
24 PV Py
(28) c=cQ| "~ . Nfogl(l/y—‘/Tl)
%)
ove: oo
Q(x) = —— [ e dy.
V2=

z

Se si conviene di definire come posizione del fronte d’onda il valore 7
per cui:
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la (28) ne definisce il moto come segue:
~ 2yulo
(29) s~ VI—HF 4

che consente di prevedere 'avanzamento della sostanza, nota la velocita di
filtrazione e ’assorbimento del terreno.
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