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M eccanica dei continui. — Dispersione idrodinamica d i una  
sostanza inquinante nel terreno. N ota I di R iccardo  C enerin i (*\ 
p resenta ta (*#) dal Socio G. Supino.

Summary. — Hydrodynamic dispersion of a chemical in a porous saturated medium 
s solved theoretically in radial geometry, with a boundary condition of practical interest.

Constant radial water flow-rate is assumed and absorption of the soil and radioactive 
decay of the tracer are considered.

Theoretical curves are given for some values of the parameters governing the hydro- 
dynamic dispersion.

I. Introduzione

L ’analisi della dispersione idrodinam ica di una sostanza in un ammasso 
poroso, presenta un interesse attuale in relazione alla immissione nel terreno 
di crescenti quantità di m ateriali inquinanti (rifiuti di vario genere sia in 
superficie che in profondità, erbicidi e pesticidi in agricoltura, ecc.), con peri
coli di contam inazione delle falde acquifere e dei corpi idrici in genere.

I param etri principali che intervengono nel m ovimento di una solu
zione nel terreno, sono il coefficiente di dispersione della sostanza nell’ammasso 
poroso preso in esame e la eventuale velocità di filtrazione dell’acqua.

L a sostanza immessa può essere soggetta, nel corso del movimento, ad 
interazioni di vario genere con il terreno ed inoltre a degradazione biologica, 
ia cam biam enti chimici o a decadim ento radioattivo.

In questo articolo viene affrontato analiticam ente il problem a in geom etria 
radiale per alcune condizioni iniziali e al contorno di interesse pratico.

2. Il modello

Consideriam o un am m asso poroso saturo d ’acqua.
Occorre risolvere prim a il problem a della filtrazione dell’acqua per 

ricavarne la distribuzione di velocità da introdurre nell’equazione della 
dispersione.

In geom etria ( r , H), assunta una altezza unitaria dell’ammasso poroso con 
un coefficiente di dispersione il fenomeno della dispersione è descritto da:

i ^  ~  J ' I dh  , , „l — -----r-------W  ~  V  ~ w  (conservazione della massa)

( 0  Jr =  — i o - i + U c t

( J '  =  - T ¥ + D » '

(*) Istituto di Idraulica dell’Università di Bologna.
(**) Nella seduta del 12 aprile 1975.
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ove:

c è la concentrazione della sostanza;

]r , J& sono i flussi della sostanza in direzione radiale e tangenziale;

U 0r > U 0& sono le componenti radiali e tangenziali della velocità di 
filtrazione dell’acqua;

k 0 è il coefficiente di dispersione idrodinam ica del m ateriale nel sistema 
terreno-acqua. La diffusione libera di ioni o di molecole in acqua ferm a è 
un processo che avviene con un coefficiente di diffusione molecolare dell’or
dine di io “ 5 cm2/sec per varie sostanze in soluzione di interesse pratico (ad 
esempio H C l, N a C l, CaCl2 , N a2S 0 4 , M gS 04 , KC1).

Tale coefficiente dipende dalla tem peratura e dalla concentrazione della 
soluzione.

Quando il m ovim ento avviene in un ammasso poroso, la dispersione 
può essere fortem ente influenzata anche da altri param etri quali: la velocità 
di filtrazione dell’acqua, l’assorbim ento della sostanza da parte del terreno, 
la form a dei pori che determ ina le traiettorie a cui è obbligata la soluzione, 
le interazioni ioniche con possibili modifiche della viscosità dell’acqua, ecc.

L ’assorbim ento può essere sensibile e com porta riduzioni di k 0 quando 
vi è affinità chimica fra soluto e terreno. Ciò si verifica, per esempio, per 
i rifiuti radioattivi costituiti da metalli pesanti, o terre alcaline che presen
tano una forte affinità con l’argilla e i sedimenti calcarei [1] [2].

U n  num ero crescente di ricerche sono state dedicate recentem ente alla 
determ inazione sperim entale (usualm ente con spettroscopia gam m a) della 
m igrazione dei raclionud.idi nel terreno [3]. Le m isure effettuate sem brano 
dim ostrare che le proprietà di scambio ionico del terreno sono dovute
essenzialmente alle frazioni dell’argilla e che in genere i com ponenti cationici 
dei prodotti di fissione radioattivi sono trattenu ti nei prim i strati del ter- 
renò (specie se in questo sono presenti taluni ioni estranei), m entre gli
anioni (esempio complessi del radioiodo) possono venire ritrovati a distanze 
notevoli.

In  caso di sim m etria radiale (J# == o) e am m ettendo in via approssim ata 
che il coefficiente k 0 sia costante e che prevalga quindi il fenomeno di diffu
sione molecolare con concentrazioni non troppo elevate, le (1) si riducono a:

/  \  de 7 / d2 C 1 ï  de \  J T  /  C 1 \  d l l0r
^  ~dt -  k ° ( i r  +  T  1 7 )  ~  Uor ( t  +  i r )  —  c ~ h r ' '

L ’assorbim ento da parte del suolo com porta il passaggio di parte della
sostanza dalla fase liquida alle particelle solide del terreno e può essere
considerato inserendo a secondo m em bro della (2) il seguente term ine (legge 
di Freunlich):

— ocR oc
dt(3)



RICCARDO C enerin i, Dispersione idrodinamica di una sostanza inquinante, ecc. 595

ove:

R = à G / k T N a

con:
AG =  energia libera del term ine di assorbim ento (Cal/mole);

Na =  num ero di A vogadro; 

h =  costante di Boltzmann;

T =  tem peratura assoluta;

oc =  rapporto dell’area attiva delle particelle del terreno rispetto 
all’area totale delle stesse.

La (2) diviene quindi

(4) T  =  ‘ ( ï + 7 7 ) - M 7 4 ) - ‘ T

avendo posto:

(5) k — i + aR u ,  = Uo,
I -J- « R

L ’eventuale decadim ento radioattivo della sostanza che diffonde nel 
terreno, può venire inserito tenendo presente che esso com porta una ridu
zione del nuclide dopo il tem po t secondo la legge:

ove:
c0 =  concentrazione per t =  o;

A =  costante di decadim ento propria del nuclide |a  =  ove T 1/2

1 è il tem po di dim ezzam ento).

Con l’assorbim ento e il decadim ento radioattivo l’equazione della disper
sione diviene:

(6) dt =  k ' 92f
dr2

de
dr ) - u ' ( f + > - )

d u r
dr A c.

3. Soluzioni dell’equazione della dispersione

A m m ettiam o che il moto filtrante dell’acqua sia stazionario e che la 
velocità U r abbia la dipendenza:

T T   U\  ___ 1̂0___
r r r (1 -f aR)

e cioè si abbia una porta ta  radiale costante dell’acqua.
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L a (6) diviene in tale ipotesi:

(7) de 
dr —  le .

Si trasform i la (7) con Laplace rispetto al tempo:

00

c ( r , s )  =  & [ c ( r , t ) ]  =  I e~st c&t.
d

A m m ettendo che all’istante iniziale la concentrazione sia 
ottiene:

(8)
T __ JfiL

«52 £ , k de J -j- X _
dr2 r  dr k  C °

ovunque nulla si

che dà:

(9) c (r , s) =  r A L j +  X
~~T~ +  B K , ( | / £ ± i . )

avendo posto:
U-i
2 k

e avendo indicato con Iv e Kv le funzioni di Bessel modificate di ordine v. 
Poiché fisicamente deve aversi:

lim c =  o
r —>00

si deduce;

A  =  o e la (9) diviene:

(IO) c (r , s) =  r j -

Consideriamo come condizioni iniziali e al contorno:

( c (r , t =  o) =  o
(ï i )

( c (r  =  o  , t  >  o) =  c0 e

Le (11) equivalgono, in pratica, all’inserim ento all’istante iniziale in un 
pozzo profondo nel terreno, di area molto piccola rispetto a quella sotto 
controllo, di una sostanza la cui concentrazione vi può essere considerata 
(salvo il suo eventuale decadim ento radioattivo) costante nel tem po durante 
il quale interessa esam inare il fenomeno.
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Questa tecnica è talvolta im piegata per lo sm altim ento con iniezione 
sotterranea di rifiuti liquidi di origine industriale.

Nella seconda parte  di questo studio verranno prese in esame altre 
condizioni iniziali e al contorno che possono verificarsi in pratica.

Per ricavare l’espressione di B, si noti anzitutto che la seconda delle ( n )  
ha per trasform ata:

(Ï2) c (o , s) = Cq ' 
s -J- X

L ’antitrasform ata della (io ) viene notevolm ente agevolata se si osserva 
che è (per v o) :

(13) lim
0

v

cp (s ~h 2 • rV
2v-i v̂/2 p (v) •Kv s -f  X

r r

v _  (s -j- X) 2 1-r v
™  2w w r ( v )

c 0
s + 1

ove con:
00

r(v )  =  r
0

x v 1 d.r

si è indicata la funzione gam m a.
Grazie alla (13), la (12) è soddisfatta se per il coefficiente B che com

pare nella (io ) si pone:

0 4 )

v ^

t> __ c0 (s +  X)2
“  2''-1 ^''2 r (v)

Os)

Con tale posizione la an titrasform ata della (io ) è data  da [4]:

r (v,
c(r , t )  =  £ r 1 [ c ( r t s ) \ ~ c 0 e *

r 2 \ 
4 k t j

r(v)

ove:
00

(16) r (v , — ) =  j  e-x x*~l dx
r8/4 kt

è la funzione gam m a incompleta.
L a (15) risolve il problem a per le condizioni iniziali e al contorno indi

cate in (11).
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L a (15) dim ostra che, in linea teorica, al crescere indefinito del tempo 
si stabilisce in tu tti i punti la concentrazione im posta nell’origine, se non 
avvengono, nel frattem po, modifiche della sostanza.

Il metodo seguito non e valido per ux — o, cioè in assenza di moto di 
filtrazione dell’acqua.

A tale proposito è conveniente calcolare dalla (15) la quantità di m ate
riale q che nell’unità di tem po passa attraverso la superficie cilindrica di 
altezza unitaria  e raggio r.

Considerato che il flusso radiale è dato dalla seconda delle (1), si ha:

0 7 ) q ir  , t) — 2 TcrJr =  2 izr

2 nc0 e~'J
r (v)

•̂2 

4 kt )]•

Nell’origine la (17) diviene:

q„ =  q (o , t) =  2 n c 0 e~u ux .

L a (15) può quindi essere espressa, facendo com parire q0, come segue:

(19) c{ r  , t )
2 TZUi F (v)

L a (19) è valida anche per % =  o e si riduce in tal caso, passando al 
limite, a:

(19 bis) C (r , /) =

Tale risultato  si ottiene anche osservando che per ux =  o la (7) si 
riconduce (escludendo il term ine di decadimento) alla nota equazione della 
conduzione del calore, e per una sorgente nell’origine di intensità q0 costante 
nel tem po, porta  a [5]:

00

È  interessante confrontare la soluzione (15) ricavata per la geometria 
radiale , con quella in geometria x.

Si am m etta che l’ammasso poroso (ove sia c =  o all’istante iniziale) 
occupi il semipiano delle x  positive e che sull’asse x  — o, a partire dall’istante 
iniziale, venga m antenuta una concentrazione c0e~Xt. In  pratica ciò può 
corrispondere allo spargim ento di una sostanza su una notevole area, m entre 
il moto verticale dell’acqua di filtrazione può essere causato dalla pioggia.
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In luogo della (6) si ha:

(21) —  == k  c 
dt K dx* u A —  \c. .

T rasform ando rispetto a Laplace nel tempo si ha:

9V  _  _U 3c_ X +  j- 
Sx2 k dx k

la cui soluzione (che soddisfa alla condizione lim c =  6 ) è:
X-»OÙ

f_U___/ U2 A +  f U/2'
(23) c (x  , s) =  A / l  2k U * + k ) _

Im ponendo per x  =  o:

(24) c (o , s) cg 
J +  X

viene determ inato il valore di A  e la antitrasform ata della (23) è [4]: 

(25) c (x , t) =  S T 1 [c (X , s)] =
xXJ xV

— -—  \ t  r

2* erfc I * JL* \ +  e «  erfc 1 x +
2 v kt ) \ 2 y kt

La (23) può essere risolta anche im ponendo'neirorigine in luogo della (24):

(24 bis) c ( o , s ) c0

cioè am m ettendo che il decadim ento radioattivo avvenga solo nel corso della 
m igrazione <jiel radionuclide e che la concentrazione in x  =  o rim anga costante 
nel tempo.

In tale ipotesi si ricava con alcuni passaggi:

(25 bis) c ( r , i )  =  — c0e
xU
2k

( u2 xy/» 
u F  + ¥ / erfc 3T—(U2+ 4  X k f ^ t  '

+

/ U2 X\V*
erfc [ T .+  (U2 +  4 ^ ) 1/2/ l |  _

L 2 y kt J )

Le (25) e (25 bis) sono valide anche per U =  o.

4. A lcune valutazioni num eriche

A titolo indicativo vengono fatte alcune valutazioni num eriche in geo
m etria radiale relative alla (15), am m ettendo a — o.

41. — RENDICONTI 1975, Vol. LVIII, fase. 4.
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I calcoli sono agevolati ricordando che:

r2/2kt

è la funzione di probabilità chi-quadrato  che è tabu lata  [6].

curva 1: r  =  1 cm; 1!
iH 1^ curva 3: r  =  4 cm; U\

T J  =  1

curva 2: r  — 1 cm; U \

"2T =  0,5 curva 4: r  =  4 cm; ur
V T  =  ° ’5

Fig. i. -  Andamento della concentrazione in funzione del tempo in due posizioni prefissate

e per due valori del rapporto (ß =*= 0̂ =  io 5 cm2/sec. AG =  o).

La fig. i (nella quale, così come nelle successive, si assume X =  o) 
riporta la concentrazione in funzione del tem po per due valori del raggio, 
e per due valori del rapporto v assumendo per il coefficiente di dispersione: 
k  =  k 0 ~~ io “ 5 cm2/sec, in assenza di assorbim ento (AG =  o).
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La fig. 2 m ostra l’influenza dell’assorbim ento del terreno passando 
da AG =  o (assorbimento nullo) a AG =  6 kcal./mole per due valori di a 
(rapporto dell’area attiva della particella del terreno rispetto alla loro area 
totale), assumendo, k 0 =  io “5 cm2/sec; r  =  I cm; v =  0,5.

U n  aum ento dell’assorbim ento ha lo stesso effetto di una riduzione della 
velocità di filtrazione dell’acqua.

curva 1: AG =  o
curva 2: AG — 4 kcal/mole; a =  io~4
curva 3: AG =  4 kcal/mole; a =  2- io~4
curva 4: AG =  6 kcal/mole; a =  1er4
curva 5: AG =  6 kcal/mole; a — 2- io~4

Fig. 2. -  Influenza dell’assorbimento del terreno sull’andamento temporale della concentrazione

( U\
=  0,5; ko — io-5 cm2/sec.

L a fig. 3 riporta  per un tem po prefissato (t — io 7 see ^  116 giorni) la 
posizione del fronte dell’onda che diffonde, per diversi valori del rapporto  v 
(k — k 0 — io “ 5 cm2/sec; AG =  o).

L a fig. 4 m ostra l’effetto di ritardo dell’assorbimento del terreno sull’avan
zamento dell’onda che diffonde, avendo assunto per tu tti i casi il valore 
v — 250 (y|0 =  io “ 5 cm2/sec; a =  2- io “ 4).

Come si vede, l’assorbim ento del terreno può causare un rallentam ento 
sensibile del fronte dell’onda, che tende a divenire più ripido al crescere 
di AG.
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C(r,t)
C o

1 _ 

0.9L 

0,SL

OT- 

0,6_  

0 ,5 -  

0,4— 

0,3—

0 2_  

0 .1 _

0 _ _

0

U icurva 4: — — =  so
2 k D
U \curva 5: — — =  250

Fig. 3. -  Fronte dell’onda inquinante all’istante t — io7 sec. (ä* i 16 giorni) 

per diversi valori di {k =  k0 =  io~5 cm2/sec; AG =  o).

ui
2 k

Uicurva 2: — 7- =  c 
2 k 2

curva 3: — r  == io  2 k
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Ad una certa distanza dall’origine, il fronte risulta ben definito e separa 
in modo netto la zona occupata dalla sostanza da quella non ancora raggiunta.

curva 1: AG =  o
curva 2: AG =  4 kcal/mole

curva 3: AG — 5 kcal/mole 
curva 4: AG =  6 kcal/mole

250U \

~2 k
ko =  io-5 cm2/sec.
OC =  2 - I O “ 4

per tutti i casi

Fig. 4. -  Influenza deH’assorbimento del terreno sulla posizione del fronte d’onda in un 
istante prefissato, (t — io7 see. ^ 1 1 6  giorni).

Per valori elevati del rapporto  v (v >  200), come si possono riscontrare 
facilm ente in pratica, la (15) può scriversi (per X =  o):

(28)

ove:

C =  4)Q
2 kt

Q i(* )

ex

e~y2l2 d y .

Se si conviene di definire come posizione del fronte d ’onda il valore rf 
per cui:

0̂ =  o,5
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la (28) ne definisce il m oto come segue:

(29) r’ ’* Ì T r k >

che consente di prevedere l’avanzam ento della sostanza, nota la velocità di 
filtrazione e l’assorbim ento del terreno.
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