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Geometria algebrica. — Seminormalita delle varieta di Gorenstein.
Nota di SiLvio Greco ™, presentata ®” dal Socio B. SEGRE.

SUMMARY. — We characterize those Gorenstein algebraic varieties which are seminormal
(in the sense of [11]), by describing their singularities in codimension 1. In particular a plane
curve is seminormal if, and only if, it has at most ordinary double points (as proved by
P. Salmon in [10]); and a surface in 3-space is seminormal if, and only if, it has at most
‘ biplanar” double curves. It follows that a surface with ordinary singularities 7’ only is
seminormal, as proved by E. Bombieri in [5].

1. INTRODUZIONE

La nozione di seminormalita & stata introdotta da Endo [6] per studiare
Pomomorfismo canonico Pic (A) — Pic (A [T]), e da Andreotti-Norguét [2]
per ottenere il « migliore » spazio analitico omeomorfo ad uno dato. Lungo
la linea di Endo hanno lavorato vari Autori, tra cui Bass-Murthy [4], Salmon
[10], Pedrini [9]; mentre Iidea di Andreotti-Norguét & stata sviluppata da
Andreotti-Bombieri [1] e da Traverso in [11] dove si dimostra, tra I'altro, la
sostanziale equivalenza dei due punti di vista.

In questa Nota diamo una simultanea generalizzazione di due risultati
contenuti in [10] e [5]. Nel primo di questi lavori, Salmon dimostra che una
curva piana ¢ seminormale se, e soltanto se, ha al piti punti doppi ordinari;
mentre, nel secondo Bombieri, dimostra che una superficie dello spazio a tre
dimensioni avente solo singolarithd ordinarie & seminormale. Questi risultati
rientrano infatti nel successivo Teor. 2, in cui si caratterizzano le variety alge-
briche di Gorenstein (in particolare le intersezioni complete) mediante le loro
singolaritd in codimensione 1. Il Teor. 2 & in sostanza la traduzione geome-
trica di una caratterizzazione degli anelli di Gorenstein seminormali, basata
su di una nota uguaglianza di Apery-Samuel-Gorenstein valida per anelli
locali di Gorenstein uno—dimensionali (Teor. 1).

Le dimostrazioni vengon qui appena accennate, e appariranno in dettaglio
in un successivo lavoro.

I risultati di questa Nota sono gia stati esposti in una conferenza tenuta
a Padova il 4 marzo 1972, e in un ciclo di seminari tenuti a Genova nella
primavera del 1972.

2. SEMINORMALITA DEGLI ANELLI Di GORENSTEIN

Siano A un anello commutativo noetheriano ridotto e A’ la chiusura
integrale di A nel suo anello totale di frazioni. Supponiamo che A’ sia un
A-modulo finitamente generato.

(*¥) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.S.A.G.A. del C.N.R.
(**) Nella seduta del 12 aprile 1975.
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DEFINIZIONE 1 (cfr. [11]). La seminormalizzazione di A ¢ lanello
At ={feA" |f, €A, rad A, per ogni p €spec (A)}

ui enota Uimmagine di £ in A;). Se A= si dice che A & seminormale
qui f, d I'i gine di / in Ay). Se A AT d he A /e
(abbreviato: SN).

- OSSERVAZIONE 1. La definizione precedente risulta equivalente a quella
data in [1] soltanto in caratteristica zero. Inoltre, in [11] si dimostra che A,
¢ SN se, e solo se, Pic (A) = Pic (A [T]). Per il significato geometrico della
Definizione 1 si rinvia a [1].

TEOREMA 1. Sia A un anello ridotto di Gorenstein V, ¢ supponiamo
che la chiusura A di A nel suo anello totale di frazioni sia un A-modulo
finitamente generato. Allova le seguenti condizioni (a), (b) somo equivalenti e
implicano (c):

(a) A & SN;

(b) A, é SN per ogni p € Spec (A) di altezza 1;

(c) per ogni v, come in (b), Pancllo A’ ® A% (v) & ridotto ¢ ha dimensione
< 2 quale % (p)—spazio vettoriale.

Dimostrazione (cenno). L'equivalenza di (a) e (b) ¢ una conseguenza
della sola proprieta S, (cfr. [8]), e si pud dimostrare con semplici considerazioni
sui primi associati all’A-modulo A'/A (oppure combinando dei risultati di
[4] e [11]).

L’implicazione (c) — (b) si dimostra applicando agli anelli locali di
Gorenstein uno-dimensionali A, l'uguaglianza di Apery—Samuel-Gorenstein

(cfr. [3D).

3. APPLICAZIONI GEOMETRICHE

Siano £ un corpo algebricamente chiuso, VC 4" una varietd, A l'anello
delle coordinate di V. Diremo che V & SN (o di Gorenstein) se A ¢ un anello
SN (o di Gorenstein). E noto che una completa intersezione (in particolare
una ipersuperficie) & sempre di Gorenstein (cfr. [3] o [7]).

Supponiamo inoltre che V sia ridotta (cioé: A ¢ ridotto), e denotiamo
con V' la normalizzazione di V, e con £ il morfismo canonico V' —V (corri-
spondente all'immersione A —> A").

- THEOREMA 2. Sia V una varieta di Gorenstein ridotta. Allora le seguenti

condizioni (a), (c) sono equivalenti e¢ implicano (b):

(@) V & SN,

(b) se W ¢ una sottovarieta singolare irriducibile di codimensione 1 di
V si ha: '
(61) f7H (W) & drriducibile ¢ f:f " (W)—>W ha grado 2, oppure
(62) fTH(W) ha esattamente due componenti irviducibili canoni-
camente birazionale a W;

(1) Cfr. [3], oppure [7], per la definizione e le principali proprieta di tali anelli.
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(¢c) se W é come sopra, p ¢ lideale di W in A ¢ K = k(y), si ha:
(e1) (A~ = K[[X, VI)(XY), oppure
(c2) (Ay) =KX ) YII(X?—4* Y?), con ueK;
Se inoltre la caratteristica di k ¢ diversa da 2, le condizion: (@), (¢) sono
equivalent: a:

(d) se W ¢ come sopra, W ¢ (esattamente) doppia ¢ il cono tangente a' V
nel punto genmerico di W é spezzato in due variets lineari distinte.

Dimostrazione (cenno). La (b) ¢ equivalente alla (c) del Teor. 1. L’equi-
valenza tra (a) e (c) segue dalla regolarita delle fibre formali di Ay (cfr. [8]);
mentre I'equivalenza tra (c) e (d) segue da considerazioni sull’anello graduato
associato ad A,.

COROLLARIO 1 (cfr. [10]). Una curva piana ¢ SN se ¢ soltanto se, essa
ammette al pin. punti doppi nodali.

COROLLARIO 2.  Una superficie di % (con car (B)==2) ¢ SN se, e
soltanto se, essa possiede come singolari al pin delle curve doppie biplanari.

COROLLARIO 3 (cfr. [5]). Una superficie dello spazio a tre dimensioni
avente al pin singolarita ordinarie ¢ seminormale.
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