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G. CONGEDO e A. Lepore, S u un sistema di equazioni integrali, ecc. SIS

Analisi m atem atica. —  Su  un sistema di equazioni integrali di 
Volterra di prim a specie non riconducibile ad uno di seconda specie. 
Nota II di G i u s e p p e  C o n g e d o  e A n t o n i o  L e p o r e , presentata (,) dal 
Corrisp. G . F ic h e r a .

S u m m a r y . ■— This Note II continues the research initiated in Note I. Now the 
Mellin transform is used and a new existence and uniqueness theorem, in a suitable func
tion class, is proved. An explicit solution in closed form is exhibited.

3. Studio  del sistema ( i . i ) mediante la trasformazione d i M ellin  (3)

Nei paragrafi precedenti abbiam o studiato e risolto il sistema (1.1) dim o
strando l’esistenza della soluzione u  nella classe Cw [ o , # 0].

L ’intero m  dipende dal « d a to »  9 a causa della (1.7).
Cercheremo ora, seguendo la prof. Sneider, di provare l’esistenza della 

soluzione di (1.1) in una classe di funzioni assegnata « a  priori», non dipen
dente dal « dato » 9.

Volendo, a tale scopo, applicare la tecnica della trasform azione di 
Mellin, dovremo supporre che la soluzione u (x) e la ^ (x) siano definite in 
(o , +  00).

D ’altra parte, poiché interessa la restrizione di u (x )  in [ o , # 0], è suffi
ciente supporre che (x) sia a supporto com patto contenuto in [o , X], con 
X >  x 0.

Sia Ji\ la classe delle funzioni u (x) =  (ux {%) , (x) , • • •, un (x)), tali
che:

i) u (x) è definita e continua in (o , +  00);

ii) per ogni u  esiste £0 >  o tale che, per o <  E, <  £0, si ha, per
ogni x  >  o,

(3.1) I u (oc) I <  K z x  5 ,

essendo una costante positiva che dipende solo da u  e da
Si ha intanto che, se u , posto Ç =  E, +  ii\, con o <  E, <  Ç0>

funzione reale | x u ( x )  | è som m abile in (o , +  00). (*)

(*) Nella seduta dell’8 marzo 1975.
(3) La numerazione dei paragrafi e delle formule della presente Nota, segue quella della 

Nota I dello stesso titolo.
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Infatti, detti e due num eri reali tali che o <  
si ha, per x  >  o,

(3-2) I « (*) I =  I » (*) I *£~‘ S  Ky ^  ;

!*£- ' » W I < Kr — o '

L a I disuguaglianza prova che \oc* 1 u (x) | è sommabile in (o , 1), 
m entre la II  prova che \x*~1 u ( x ) \  è sommabile in (1 , - f  00). Pertanto 
per ogni u e J t ,  esiste, per o <  StX̂  <  Ç0, la trasform ata di M ellin

+°°

j  x ^~1 u (x) dx  .
0

T ale trasform ata è funzione olomorfa di Ç nella striscia: o <  3tx. <  Ç0. 
D im ostrerem o per il sistem a ( i . i )  un teorem a di esistenza e unicità nella 

classe J i , e darem o contem poraneam ente u n ’espressione esplicita della solu- 
zione sotto le seguenti ipotesi per 9 e

1

d) 9 (s) e C1 [o , i ]; b) det 9 (1) =f= o; c) det 9 (s) ds =j= o;
d

d) ^ (x) e C2 (o , +  00); e) ^  ha supporto com patto contenuto in [o , X], 
con X >  x 0;

f )  4 "  (x) assolutam ente continua in ogni intervallo [o , t] (t >  o);
g ) 4* (x)  =  *4o ( »  con 4o (*) € C° [o , +  00).

Supponiam o inoltre X >  1.
Sussiste il seguente teorema:

I) E siste , nella classe ^  ^0/# soluzione del sistema ( i . i) .
E ssa è data dalla seguente formula'.

+00 1 +00

(3.3) x - ( f  t - ?  (o  ^ y 1 f «ko  d /]  dvj,
—00 0 0

o < ?  < ? 0, £0 opportuna costante positiva , essendo sommabile la fun -
+00

ziotie che compare sotto l'integrale j  .
—00

Sia:
+  00 +OO +00

=  j  x ^~2 4 (*) d:r =  I ^ “ 1 4o (*) d* ; T j (Q =  f  <J/ (*) d* ;
0 b 0

1 1

® (0 = J  ? 0*0 d x  ; Or (Ç) = J 9' 0*0 d:r .
0 0
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Osserviam o che (Ç) è olomorfa nel semipiano ^  >  o, m entre 
è olomorfa nel semipiano ^  <  2. Pertanto  esse sono sim ultaneam ente olo
morfe nella striscia o <  <  2.

In tegrando per parti si ha:

+00

'Ti (Q =  —  I G  —  1) ^ (x ) dar =  (1 —  Ç) T  (Ç) ;
«/0

1

( 0  =  ?  ( 0  +  j (Ç —  1) ?  (x) dar =  cp (1) — (1 —  Ç) 0  (Ç) ;
0

da cui

T  (Ç) =

0  (Ç) =  9 (F — *1*1 (0

Alla dim ostrazione del Teorem a I è opportuno prem ettere lo studio del 
com portam ento di T ,  (E, +  2Yj) e di 0 ,  (E +  fr,) al tendere a +  oo di | 77 |.

Fissiam o S 6 R  tale che o <  § <  2. Preso e >  o, si può determ inare t t , 
o <  t t <  j, tale che risulti:

h

J  x ^ 1 I (x) I dar <  — .
0

Sia p(ar) una funzione (p, (ar) , p2 (ar) , • • • ,  pB (ar)) con le pA(ar) funzioni 
costanti a tra tti, a supporto contenuto in \tz , X], tale che:

3̂

Si pup scrivere

m

9 (*) — 2  ^  0*0 dove X{k) (x)
k—1

y (i> per ak <  x  <  % , 
o per gli altri

con y (i) vettori costanti { y f  , ■ ■ ■, y f )  e con [a* , ß7;] contenuto in [tt , X],
Sia 7] un num ero reale tale che
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Per 8 <  \  <  2 e Ç =  Ç +  nq, si ha:

+00

! x Ç 1 ( x )  dx  <  I x K 1 t|)' (x) d x  - f  j  I x K 11 I (a?) — p (x) I da: +

+ OO

x* 1 p (ar) d:r < j x 8 1 I 4»' (*) I d x  +  e 8 9 I X s 1 d x  +
J 3 X2J

+ l i  [ R H
M <  — +  — -  • 4- [ x 5 — 4] +

3 3X2 ç L J

+ 1 ici

Ne consegue che

I W ~ 4 l l y < » l < j  +  f  +  ^ j ; i T * , l

(3.4) lim Y , ( £ + « ) )  =  o
j 7] |~>+00

uniform em ente al variare di E, in [8 , 2].
A nalogam ente sia or (x) una funzione m atrice {n X ri) di elementi ahk (x) 

funzioni costanti a tratti, tale che

I 9 ' (x) --- G (x) ! '<  —  (O <  X <  i).

Si può scrivere 

v
g (x ) — 2  Vik) dove v<*> (x) = \i(k) per ak < x < b kì 

o per gli altri x,

con m atrici (f4f) costanti e con [#&,£*] contenuti in .[o', 1]. 
Sia Ç tale che o < % <  2 — S e y) tale che

I f\ 1 >  — 2  v-{k) •£ *=i

Per Ç =  Ç +  vt\ si ha:
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<  —  I x s 1 d x  +  X  - 2 L g 1 14 c~ 4  c I ! <
0

<  2 +  X  -jY[ [ ! 4 I +  I 4 ~K I ] i y-{k) I =

= {  +  i : A r + 4 i  i ^ i <* &=i I I

< T  +  2  A - 2- ! 4w ! < -  +  -  =  e-2 £=1 h I 1 2 * 2

Pertan to

(3-5) lim (£ +  ?7]) =  o
| v ) | - > + o o

uniform em ente al variare di E, in [o , 2 —  8].
D im ostriam o ora il Teorem a I.
Sia u (x) € J i  soluzione del sistema

1

C1 •10 ÿ (x) x  I cp (s) u (sx) di* = o
0

per ^ (x) ~  o.
Il sistem a ( i .T )  è equivalente al sistema (1.1) (4).
Siano t e ^  num eri reali tali che t >  o e o <  <  1. Sia Ç un num ero

complesso tale che o <  0 HZ, <  E)1. D a (i.T ), moltiplicando per x * ~ 2 e integrando 
si ha:

t 1r »
(3*6) j oc9 1 dx  j  <p (s) u  (sx) ds = o .

ò 0

Fissato oc <  Ç0 tale che o <  a <  \  , per la ii) si ha:

(3.7) I (s) u (sx) I < x 1- 1 \<?(s)\ \u (sx) ! < X1- 1 K  * ̂ “a • *-a I 9 (s) I =

^  k * x l - <Z- a)  I ? COI •

Essendo 1 —  (Ç —  a) <  1 e oc <  1, la precedente disuguaglianza prova 
la som m abilità della funzione a I m em bro della (3.7) nel rettangolo A: 
o <  x  <  t , o <  <  i .

(4) Pag. 3, Nota I.

36. — RENDICONTI 1975, Vol. LVIII, fase. 4.
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Per il Teorem a di Fubini, ponendo sx  =  y , si ha:

(3-8) g 9 (s) di* j y* 1 u (y) dy  — o .K-i

Siano ct e c2 costanti reali positive tali che:

I ?  0)1 <  Ci (o <  J <  1) , d x <  2̂ (t  >  ° )

Sia ancora <  ^0, essendo sempre Ç0 il num ero indicato nella ii). Si
ha:

j  ̂9 (j) I y" 1 u (y) dy < C1 * C22 (o <  S <  I , t >  o ) .

Poiché la funzione a II m em bro è sommabile in [ 0 , 1 ] ,  e poiché

+00

lim j*
t—-j-00

9 (s) j  y* 1 u (y) dy =  s ^ 9  (s) j y 3 1 u (y) dy  ,
0 0

per un noto teorem a di passaggio al limite sotto il segno d ’integrale si ha:

1 st 1 +00

|* 9 (/) ds I y^~x u (y) dy — ^ 9 (s) ds j y ^“ 1 u (y) dy  ,
j  J J

lim
t— -f- 00 j

0

per ogni Ç Ç +  ir\, tale che o <  E, <  ^  e per ogni y). Infine, per la (3.8), 
si ha:

1 +00f* '■*
(3.9) j  s~K <?(s) d r j y K~x u { y ) dy  =  o (per o <  £ <  e per ogni ri). 

0 0

A doperando le notazioni precedenti, dalla (3.9) si deduce che la funzione
+00

vettoriale j y* 1 u ( y )  dy  soddisfa il sistema ®(Ç) • /( £ )  — o, ovvero il sistema

(3 -IO) [? (O -  ®i (t)] - / ( 0  =  o

nell’in co g n ita /(Q . D ’altra parte, per la (3.5) si ha: lim [9(1) —•®1(Q] =  9(1)
|y)|—>00

pniform em ente al variare di E, in [ 0 , 2  — 8]. Pertanto  esiste Y]0 >  o tale che 
per I Y] i >  Y)o e per o <  Ç <  2 —  8, risulta:

(3- i i ) det [cp (i)  — O, (Ç)] I > i - | d e t ( i ) |  > 0 .
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Ne consegue che la funzione det [<p (i)  — è priva di zeri per
I 7]! 8. D ’altra  parte, poiché essa è olomorfa nel semi
piano £%Z <  2, esiste Zo > °  <  ?o < 2  —  8, tale che nel rettangolo aperto 
o <  I  <  , I 7) I <  7]0, la funzione stessa è priva di zeri. Concludendo, la
funzione det [cp (1) — (Ç)] è priva di zeri in tu tta  la striscia o <  £ <  £0;
di conseguenza, in tale striscia, il sistema (3.10) ha soltanto la soluzione nulla.

+ OO

M a la funzione j y K~'1u (y )  dy, soluzione di (3.10), è olomorfa nel semipiano 
0

\  >  o, quindi si può scrivere

+00

(3-12) j  y* y) dy — o per o <  Ç e per ogni y).
0

Posto y  =  e~x, e co — logt , si ha:

t  +00

J  / - 1 « OO d j  =  j  ^  « (e-')  dT ,
0 —co

da cui, per la (3.12)

co

1 e  ̂ e u  ) dx =  o, per o <  Ç <  Ç0, e per ogni 7).

Ne segue, per un teorem a di Offord (5), che la funzione u (e~x) è identi
camente nulla in ( 00 , 00) e quindi u (y) è tale in (o , -f- 00).

Ciò prova l’unicità della soluzione del sistema (1.1).
Per dim ostrare l’esistenza della soluzione, consideriamo il sistema:

(3.ri3) ^(9  +  ® (9 * ( Q  =  o

ovvero

Ö -h ) [ î ( i ) - ^ ( î ) k ( 0  =  - ’r 1 ( î ) ,

nell’incognita g  (Ç).
Per quanto abbiam o già osservato, esiste £0 >  o tale che, det [<p (i)  — 

—  ®i (0 ] è Privo di zeri nella striscia S : o <  £ <  Ç0. In  tale striscia il 
sistema (3.14) fornisce, per g  (Ç), la seguente espressione:

(3-!5) g & )  =  —  [<P (0  — (K)]-1 (Z)  ,

(5) Cfr. A. C. O f f o r d ,  On the uniqueness of the representation of a function by a trigo- 
nometric integral, « Proc. of London Math. Society», 42 (1937), 422—480.
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con g  (Ç) olomorfa in S. Se risulta 8 < - ^ 0, allora si ha o <  8 <  1, e gli

intervalli [8 , 2] , [ 0 , 2 — 8], in cui sussistono rispettivam ente la (3.4) e la 
(3.5), hanno intersezione non vuota [ 8 , 2  — 8]. Pertanto

lim g  (Ç) =  o
| t) | - > + oo

uniform em ente al variare di 2, =  in [8 , E,0 —’8] che è contenuto in 
[ 8 , 2  —  8]. Inoltre, per la (3.4), esisteM  >  o, tale che | [cp (1) ■—■ ®1(^)]~'1 | <  M, 
per Ç tale che o <  < 2 — 8. D ’altra parte, tenendo presenti le ipotesi
sulla <]>, si h a > Per ^  >  °,

+  00 4  00

' f i  (Q> =  — 4 j  x '  (*) dx  =  l} J  *C+1 (*) àx  ■
0 0

Pertanto, dalla (3.15) consegue:
+ 00

(3.16) \ g ( ï + i r ù \  < M | 'F 1 (i;+ zV 1) | < M  -4— | V +1 | f " ( * ) | d *
h! J0

per o <  Ç <  Ç0 <  2 — 8 e per ogni y). Quindi la funzione di 7] , | £• (£ +  zy)) | 
è sommabile in (■— 00 , -f- 00) per ogni E, tale che o <  \  <  £0; e, per un noto 
teorem a (6), la funzione g  (Ç). è, in S, la trasform ata di M ellin della funzione 
u(x) ,  definita, per ogni x  >  o, da:

+ 00

(3.17) u (x) =  ~  J (£ +  zyj) dr, ( o < ^ <  £<>)•
— OO

L ’integrale a II m em bro non dipende da Ç, inoltre esso definisce una
4-00

funzione della classe J l . Infatti, ponendo ù (x ) =  ! X rng(Z  4  ivi) dï),
— OO

si ha u(x)  — x~^ ü(x),  da cui risulta evidente la continuità di u (x) per x  >  o. 
Inoltre, se poniam o

+ 00

—  I \g(& +  iv\)\ dv) =  h ,
J

— OO

si ha
4-00

\ u { x )  \ =  \ ù ( x ) \  < j  I g  (£ + Z7}) I dY) —  .

—  00

Pertanto  la funzione ^  (#) verifica anche la condizione ii).

(6) Cfr. Satz 2 di p. 262 in G. DOETSCH, Handbuch der Laplace Tr as formation, Band 1, 
Verlag Birkhäuser, Basel ,1950.
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Per lo stesso teorem a di cui alla nota (6;, si ha poi:

(3-18) g  (£ +  iv\) =  lim I x* 1 u (x) dx  (o <  £ <  £„).
£ ~ > + 0 O  J

M a essendo, per la ii), oc* 1 u(x)  (o <  E, <  £0) sommabile in (o , + 0 0 ) , 
dalla (3.18)

+00

(3-19)
0

+ 00

g(% +  iv\) =  J u (oc) dx  .

Sia ora un num ero positivo minore sia di 1 che di Ç0. Sostituendo, per 
o <  <  %lf alla g  (Ç) della (3.13) l’espressione data  dalla (3.19), si ottiene:

+00 1 st

^oc*” 2 ty(x) dx  +  !  <p(s) ^ lim j  oc*” 1 u ( x )  dx di* =  o.

Poiché, come abbiam o già osservato, l’operazione lim può scambiarsi
1 t—-f- 00

con
j -

di*, abbiamo:

+00

3:£-2 ^ (oc) dx  +  lim s  ̂ 9 (s) di* / oc* 1 u (oc) dx
t~> + ooJ J

=  O.

M a è
1 st t 1

A 9 w (x> d x = L " d* / 9 w ds -

Quindi, per o <  &Z, <  E)1, risulta:

lim
t—> -f 00

t t 1

£ j*oc*” 2 ^ (x) dx  + !  x *”1 dx  I  9 (s) u (soc) di*

+00

o .- p - [ + . W + / T ( x ) . W < l . ] d * -
0 ò

In  base allo stesso teorem a di Offord secondo cui, dall’annullarsi della 
trasform ata di M ellin di una funzione consegue l’annullarsi identico della 
funzione si deduce che:

1

(x) +  x  I 9 (s) u (sx) di* =  o

identicam ente in (o , + 0 0 ), il che significa che u (oc) è soluzione del sistema

( I . O-


