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Analisi matematica. — Swr /o dépendance du convexe de la solution
du probléme de Cawuchy pour un'inéguation paraboligue avec comvexe
dépendant du temps. Nota II di Marco Birori ®, presentata
dal Corrisp. L. AwmEerio.

RIASSUNTO. — Si dimostra il Teorema 1 enunciato nella Nota I.

§ 3. DEMONSTRATION DU THEOREME I

Démontrons d’abord le résultat dans le cas #,, € K,(0), 2, € K(0) et

lim® 9y, = 2o dans V. De [2] on a que le probleme (1,7,) a une solu-
n—>oo

tion g, (£).

Nous observons, [3], qu'il y a une section w,(?) de K, () avec w, (0) = z,,
et ||w, (|| < g(?) p.p- sur [o,T]; en posant dans (1,7) v(#) =w, (%), on
a alors

T

(3,1 [P dr<c,.

0
De (3,1) on peut supposer, sans perdre de généralité,

(3,2) im* 2, () = u(?)  dans %P (0, T;V).

Definissons #, ,(#) par le probléme

3:3) (M u® + <]y Unn (D) + vy u(0) — (), 0 — s () =0 p.p. [0,T]
Vo eR,() , W)€K, (@) pop.osur [0,T] |, 2,,(0) = u,

ol v,¢>0; du Lemme 3 on a

(3,4) lim 2, ,, () = 0, (?) dans Z?(0,T;V)nC(o,T;H)

Nn—>00

(3,5) Hm™ u, ,(2) = u,(f)  dans %*(o,T;H)

ol 7, (#) est solution du probléme

(3.6)  (n(@n(®) + cTp ey (@) + s0g() — 0 (8) , v —1,()) =0  p.p. sur [0, T]
YveK(#) , u,)eK(® p-p.- sur [o,T] | 2,00 = u,.

(¥) Istituto di Matematica dell’Universita di Parma ed Istituto di Matematica del
Politecnico di Milano.
(**) Nella seduta dell’8 marzo 1975.
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De (1,7,) on a
6D [(AD B, B — 0] dr+

i

+¢ ‘ (Jp ”n,n(@ ) un,n@) - ”n(z",)) dz + 3 sgm (i) - ”n(b ]2 <
0
i
ﬁJ (u;l,n@) + 5]22 un,n@) ’ %n,n@) - ”n(t» d7 —
0
i b
— [ @ sty — 1 (®)) de < o [ et — vty s ) —
by 0
:
D) At [ (O, g (D) — 1, (D) A2
N

0

Passons maintenant & la limite pour # — co et v fixé; on a

i
(3,8) lim sup [ (A tn(2) , 200 (O)— 4y () It +
n—> o0 .
0

{

o [ Uy (@) 10— ) e +
1
+ lim sup |2, () — 2, () |? < — ((f(z‘) s Un () — () d2.

N~ 00

o

0

De (3,1) (3,8) on a

T
(3.9) M%@stg-

0

On sait de [2]
(3,10) lim 2,(f) = u(#)  dans £*(o,T;H).

n—>0
De (3,9) (3,10) on a alors
(3,11) im”" 2,(f) = u(?) dans £P(o0,T;V).

n—>0
De (3,2) on peut aussi supposer, sans perdre de généralité,

(3,12) m* A n,(f) = (/) dans (0, T;V).

n—»>oo
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De (3,8) on a
(3,13) lim sup {(A(t) n(2) , 2, () — 0 (2)) dz +

n—>oc0 )
0

13

4 cf (],, oy (1), 1y (t)——u(t)) dz + lim sup 3 | #,(H) —uD P <

n—> 00

1
< [<x<r>—f<r>,u,,<r>—-u<f>) dt+ 3 o, () — u (@) P

0

dont on a

t
(3,14) lim sup f (A@) uy(®) , () —u(®))dt < 0

n—> 00

pour presque tout f € [0, T],

(3,15) lim %, (#) = u(?) dans £*(o,T;H)
(3,16) lim 2, () = »(¢) dans #?(0,T;V).
n—>0

De (3,2) (3,15) on a par le méme procédé utilisé dans le Lemme 3
@3,17) u () €K (@) p-p. sur [o,T].
De (3,14) on a aussi Vv ()€ %?(0,T;V)

Z

(3,18) lim inf f(A(z) (@), 0(8) — 1 () dt =

2[(A(t) (), v () — u(p) de.

pour presque tout #,% € [o,T] avec 2 < 4.
On a alors, du Lemme 3,

&y

[ [fO+FAQu@O—fO), 0O —u®)dt = }|v(t) —u(@) | —

L1
—4lv@#) —u(@)? pour presque tout 4,4 €[0,T],4 <t ,v() €E.
En posant v(#) = u,(f) on.a alors comme dans [2]

lim 2, () = = (¢) dans C(o,T; H).
n—>0
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On peut alors affirmer que #(f) est solution de (2,18) et donc est solution
de (1,7).
Notre but est maintenant de démontrer que

(3,19) lim #, (¢) = (¢ dans C(o,T;H).

n—> 00
Nous observons qu’on a

(3,20) lim Pg, o % () = u(?) dans #£?(0,T;V).

Considérons les fonctions #,,(¢) définies par les problémes

<YI (ﬁ;],n (t> + £Jp ﬁn,n(z» + ﬁn,n (l‘>_ PKn(t) %@ y U Zzn,n (t>) =0 p-p. sur [O ’ T]
Vo ER,(®) @)€K, pp.osur [0, T] ,  ,,(0) = tg,.

Du Lemme 3 on a

lim 4, ,(¢) = u,(¢) dans Z?(0,T;V)nC(o,T;H)

n— o0
et de la partie précédante de la démonstration on a

lim 2, (&) = w (%) dans Z?(0,T;V)nC(o,T;H).

n—>o0
Soit ¢ > o et fixons ¥ tel que
|47 (8) — 0 () |20, mivy < ¢
| 265 (&) == (&) |l c o, 150 < €

On a
I
G2 b () — ) < [ (dya(s) - A (5) () —

0

2
~

— (), B () 1y () ds < | (a0 (5) , Py 2(5) — 26, (5)) ds -+

0

-+ ’P (ﬁﬁn (5) , fign () — Py 2(s)) ds + ‘F (A (s) 2, (s) —

0 0

() s i (s) — wm(s)) ds +f<A<s> 0 (5) — £ (5) , 45 () —

—u(s)yds + /( (A@u(s)—F(), uls) —u,(s)) ds <

0
! 4

< [ (1l (5) » P 26(5) — 0 (5)) ds — ¢ f Ty o, () . 5,0 (5) —

0
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Py (s)) ds + f (A ()t (5) — £ (5) , i () — 1y (5)) ds +

0
¢

-+ ’- (A(S> tn () — f(8), uz(s) — %(A‘)) ds +

+ [(A(S)u(s)—f(ﬂ y %(8) — u,(5)) ds .

0
Etant

lim lim (Jp %Nﬁ,n(\‘?) ) ﬁi,n(s) — PK,,(s) u (.S‘)) <o,
nN-—>0 Nn—>00

on peut supposer, sans perdre de généralité,

lim (]p g 0 (), 0 (8) — Px (0 u(s)) <e.
n—>00

De (3,21) on a alors que pour 7 >, 5
] ﬁﬁ,n@) Uy (Z) [ < Ce

ou C est une constante qui ne dépende pas de 7.

Pour # >n(c,%) on a alors
(@) — (@) | < |u(t) —uz(O) | + | 15 () — G, (&) | + | 7,0 (2) — 20 () < C' e
ot C' est une constante qui ne dépende pas de », dont

Um 2, () = u(?) dans C(o,T;H).

Nn—>00

Passons maintenant au cas général.
Indiquons par #,(?) les solutions de (1,7,) et par %(¢) la solution de (1,7);
étant u, €K(0)", Ve >0, il v a 7€K(0) tel que

foug-——d | <e.
Indiquons par #(#) la solution de (1,7) avec donnée initiale 7 on a [2]
lu(d) —a() | <Le.
Etant 7 € K(0) il ¥ a une suite {7,} avec #, € K,(0) et

lim 4, =% dans V.
n—- oo

On peut alors choisir 7., tel que pour 7z >,
l#,(5) —2(@®)| <e sur [o,T]
ol #,(?) est la solution de (1,7,) avec donnée initiale %, on a. alors

!ﬁn_‘%tmiS!%O—uOn]‘{‘]%o—‘ﬁl‘*‘lﬁ‘”‘ﬁn]'
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On peut supposer, sans perdre de généralité,
| 200 — ton | < € pour 7 > n,
donc
| %2, — vy, | < 3 € pour n >,
dont, [2],
| a0~ ()| < 3 ¢.
On a alors pour 7 > n,
| w(t)— 1, ()| < 5
dont

(3,22) lim 2, () = u(?) dans C(o,T;H).

Nn—> oo

Considérons maintenant (1,7,); il est facil de démontrer que
T
(3,23) { | 2, (&) |IP d2 < Cst
J
dont on a, compte tenu de (3,22),

lim” 2, (#) == %(f)  dans #P(0,T;V).

N—> 00

Le résultat est ainsi démontré.

§ 4. UN EXEMPLE D’APPLICATION DU THEOREME 1

Soit  un ouvert de R" de frontiére réguliere I', V = HY(Q) , H = #* (),
A:V V" Popérateur défini par la rélation

n

(Au,v)= 3 [,,.,.@ai;‘;(x)%(x)dx

7,j=1

olt u,v €H*(Q) et dij(x)iiEjZOt!Elz
xa>0 , VEER", x€Q | g;(x) e L7(Q) i, =1, -, n

Posons

K,() ={v|veV,v>o0 p-p.sur Q  v>={,#,x) p.p. sur I'}
K@ ={v|veV,v>o0 p-p-sur Q, v>{¢(#,x) p.p. sur I'}
olt Y, (¢, x), $(z,x) €L, T;H'(Q) et ont une variation negative avec

dérivée dans #*(o,T;H'(Q)) et bornée dans la norme de H'(Q) par
g)eL(0, T) p.p. sur [o,T].
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Nous supposons aussi

lim ¢, (¢, %) = {7z, x) dans H'(Q)

p.p- sur [o,T] et
lim ¢,(0,%) = ¢(0,x) dans H'(Q).

n—> 00
Soient enfin 14 (x) , 2y, (¥) € £*(Q) non negatives avec

lim 20, (%) == 2y (x) dans Z°(Q)

n—>00

et f(H €L (o, T ;V"; il est facil de verifier que dans ce cas les hypothéses
du Théoréme 1 sont satisfaites.
On peut enfin observer que si f(£)€Z' (o, T; £*(Q)) les probléemes
(1,7, (1,7) sont formellement equivalentes au problémes
(4,1) %%(z‘,x)—Au(z‘,x)—f(t,x)};o p-p. sur [o,T]xQ
u(t,x)>0 p.p- sur [o,T]xQ.

(%3;‘(z‘,x)—Au(t,x)——f(;,x)).u@’x):O

pp. sur o, TIxQ.
M @,m)=0 pposur [0, TIXI ob w(t, s >, %)
u(t,x) = {,(t,x) p.p. ailleurs sur [o,T]xI'.

@2 e, m)—Ault,)—f(¢,9)=0 pp. sur [0, TIxQ
w(t,x) >0 p.p. sur [o,T]xQ.

(%_Z;(t’x)—A”<z»x>—f(t,x))-u(l‘;x\):o

p.p. sur [o,T]xQ.

X@my=0 pp osur [0, TIxI ob u(t,n)>{(,%)
uw(t,x) =, x) p.p. ailleurs sur [o,T]xT

ol # indique la normale & I' extérieure 3 Q.
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