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Analisi matematica. — S u r la dépendance du convexe de la solution 
du problème de Cauchy pour un’inéquation parabolique avec convexe 
dépendant du temps. Nota II di M a r c o  B i r o l i  <*>, presentata (**> 
dal Corrisp. L. A m e r i o .

R iassunto. — Si dimostra il Teorema i enunciato nella Nota I.

§ 3. D émonstration du Théorème i

D ém ontrons d ’abord le résultat dans le cas u 0n € K„ (o) , u 0 e K  (0) et 
lim u 0n =  u a dans V. D e [2] on a que le problèm e (i,7„) a une solu-

«-> OO
tion u n (t).

Nous observons, [3], q u ’il y a une section wn(t) de Kn(t) avec wn(p) =  u 0n
et \\wn(f) Il <  g ( f )  P-P- sur [° , T]; en posant dans (i,7„) v (t) =  wn (f), on 
a alors

T

(3,1) j \ \ u w( t ) f d  t < C , .
0

De (3,1) on peut supposer, sans perdre de généralité,

(3>2) lim* un if) — u  (,t) dans (o , T  ; V ) .
n~> 00

Définissons u n,n (t) par le problèm e

(3.3) +  ï jp un,n(t)) +  « , ,„ ( 0 ---u ( t ) , V ----K^>n( 0 ) >  O p.p. [o , T]

V v 6 K«(0 , uri,n(t) ^ K np)  p.p. sur [ o , T ]  , u^nip)  =  um

où 7] , c >  0; du Lem m e 3 on a

(3.4) lim (t) =  « , (t) dans ^ ( o , T ; V ) n C ( o , T ; H )
n->  00

(3.5) lim* u ^ J t )  =  uA (t) dans ^  (o , T  ; H)
n—>00

où ^ ( 7 )  est solution du problème

(3>6) ( y) (u .yj (t) c j v u^ (/)) +  (f) — u (t) y v  —  (/)) >  o p.p. sur [o , T]

Vv e K  (;t) , (t) e K (/) p. p. sur [o , T] , (o) — u 0 .

(*) Istituto di Matematica dell’Università di Parma ed Istituto di Matematica del 
Politecnico di Milano.

(**) Nella seduta de)l’8 marzo 1975.
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De 0,7») on a
l

(3,7) I* (A (0  u j t )  , un(t) —  u.n>n(l)) dt  +
0

t
+  c I (Jv U7\,n(f) 1 «»(0) d / -j"  ̂ | (£) un^)  I ^

Ô
ir

— J H“ «rj,n00 > ^n(/)) ̂
0

j ( f  iß) ì ŷ\,nif) un(f)) <,  ̂ j ( // (/) 7̂j,n(/) > ^7),n(0
ò ò

— «n (0 ) + I ( /  (0 , « 7, ,n (0 — (0 ) d* .
./0

Passons m aintenant à la limite pour n -> oo et y] fixé; on a 
i

(3,8) lim sup I (A (f) un(t) , % (/) — z^(/)} d t +
n—y 00 J  

0

+   ̂ I (Jp «n OO . «n (0  —  «00) d/ +
ò

l
+  lim s u p \un (t) —  uv (ï) |2 < — I ( / ( / ) ,  (t) —  u (t)) à t .

W—> OO /

De (3,1) (3,8) on a
T

(3.9) [ | K ( 0 IIp c U < q .
0

On sait de [2]

(3.10) lim u^ff)  — u(£) dans J?2(o , T  ; H ) .
7J->0

De (3,9) (3,10) on a alors

(3.11) lim* u^.f)  =  ^ (/)  dans 37** ( o , T  ; V) .
7)->0

De (3,2) on peut aussi supposer, sans perdre de généralité, 

(3 j 12) lini* A  (/) un (t) =  x (0  dans (o , T  ; V) .
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De (3,8) on a

i
(3,13) lim su p  I (A(Y) un(t) , unif) — u(t)) àt  +

W-4-OÛ !

+  c f (Jp un (f) > un (t) —  u (t)) àt  +  Hm sup |  | un(l) —  u(l) |2 <
J  n—> 000
l

^  j  (xOO— / ( f i  » —  dt  +  $\  zq,(T)—  u(ì)  I2

dont on a

(3.14) lim sup
t

j  ( A(X) un( t ) , un(f) —  u ( t )) d / <

pour presque tou t l e  [o , T ],

(3j 15) Km un(f) =  dans J^2(o , T  ; H)

(3.16) lim u^if) =  dans J ^ ( o  , T  ; V)
7)-̂ 0

De (3,2) (3,15) on a par le même procédé utilisé dans le Lem m e 3 

(3>17) u ( f ) e K ( t )  p.p. sur [o , T] .

De (3,14) on a aussi \fv (t) e J£p(o , T  ; V)

(3 ,i 8) lim inf ( A (t) u^it) , £'(/) — un(t)) d t >

>  [ A( t ) u ( f )  >v(t) — u (/)) d / .
*1

pour presque tout tx , t2 e [o , T] avec tL <  t2.
On a alors, du Lem m e 3,

r1I (w' ( 0  +  A(if) «(*) — /( V ) , v(t)  — ât  >  i  I » (4) —  w(jf2) I2 —
il

—  i l  v (*x) —  » (O  |2 Pour presque tout 4  , 6 [o , T] , <  t% , &(7) e E.

E n posant v(f) =  uri(i) on a alors comme dans [2] 

lim {() =  u (t) dans C (o , T  ; H ) .
7]—> 0
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On peut alors affirmer que u( f )  est solution de (2,18) et donc est solution 
de (i,7).

N otre but est m ain tenant de dém ontrer que

(3.19) lim un(t) =  u( t)  dans C (o , T  ; H) .

Nous observons q u ’on a

(3,20) lim Pk„(o u( t)  =  u(t )  dans S ^ ( o  , T  ; V ) .
n -> o o

Considérons les fonctions définies par les problèmes

(7l(^7),ji(0 +  '::Jp^»),«(0) +  « r ì , n ( 0 ---P Kn(t)U(t)’ V----^ r ) , n ( f ) } > 0  p.p. Sur [o , T]

V v e K n(t) , e ¥^{ t )  p.p. sur [o , T] , £„,„(0) =  «o» •

D u Lemme 3 on a

lim £„,„(0 =  Uy, (t) dans -S?p(o , T  ; V) o  C (o , T  ; H)
W-> OO

et de la partie précédante de la dém onstration on a

lim u ^ t )  =  u ( t ) dans »S?p(o , T  ; V) n  C (o , T  ; H) .
n~>oo

Soit s >  o et fixons 1) tel que

Il r̂fOO U(f) ||jgpi&(o,T;V) <  £

Il u t\(?) ^ ( 0  ||c(o,T;H) <  £ •

On a
t

(3>21) è I j,n00 un\f) I -fi ^ (^7),nOO "fi A .(.S*) Un (s)
Ô

t

f  G O  > G O  un ( s ) )  d j  < Ç  |  ( ( « 0  , P K w (j)  u C'5*) C'5’) }  d i ’ - f i
d

t t
r  r"fi I ( f̂inGO > ' Pk„(j) ^G0 ) d̂  fi- I I A. (V) Un(s)

6 0
*

f  ( f i )  J ^ Ï Ï , n  G O  .^7) C'5*) ) d i '  - f i  I (A (s) un (s) f  (s) y (s) ~—
0

t

—  u ( s ) )d s+  C ( A ( j )  k ( j ) —  / ( r )  , « ( * )  —  « „ ( * ) )  dr <
.y0

/ i
^  I" (« îu O ) , Pk„W —  «„(r)) dr — r j  (]p ü ^ n (s) , % ,„ (»  —



5 1 2 Lincei -  Rend. Se. fis. mat. e nat. -  Voi. LVIII -  aprile 1975

P k„m «CO) +  j  {A G0 un(s) — f ( s ) , ü%'„(s) —  «„(»} ds +  
0

t

+  j  (A (.s) un (s ) ---f ( s )  , u(s)) ds +
6

t
+  ^ (A  (s) u(s) —  f  (s) , u (s) ■—■ un (s)) di* . 

ó
É tant

lim lim (]p ü-un(s) , ü ^ n(s) —  P Kä(j) u (s)) <  o ,
'/)--> 0  n—>00

on peut supposer, sans perdre de généralité,

lim p Mjîtyi f)  > 2£rç,ftOO ^  f ) )  ^  2 •

De (3,21) on a alors que pour n > n e^

I 7̂},n f )  (?) I ^  Cs
où C est une constante qui ne dépende pas de n.

Pour n >  n (z , ÿj) on a alors

1 u( t)  — un (t) I <  I u( t)  —  u%{f) I +  I u ^ ( t ) ~  ü^ iK{t) I -f  I ù^tK(t) —  un (t) <  C' s

où C' est une constante qui ne dépende pas de n, dont

lim un(t) — 11(f) dans C (o , T  ; H) .
n—>00

Passons m aintenant au cas général.
Indiquons par unf )  les solutions de (i,7w) et par u f )  la solution de (1,7); 

é tan t Uq € K (o )H, Vs >  o, il y a p K ( o )  tel que

j ^0 ^  j ^  ^  •

Indiquons par ü f )  la solution de (1,7) avec donnée initiale ü\ on a [2]

I u  f )  — ü f ) \ < L z .

É tan t « e K ( ô )  il y a une suite {ü n} avec ün e K n (o) et

lim ün =  ü  dans V.
n—>00

On peut alors choisir n zi tel que pour n >  nz

! ü nf )  —  ü f )  I <  s sur [o , T] 

où ünf )  est la solution de (1,7^) avec donnée initiale ün\ on a alors

! ^ f t  ‘ u 0n I <  I « 0  *— * ^ 0 ft I ~T~ ! U0 ---- * Ü  I +  I Ü -----Ün I •
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On peut supposer, sans perdre de généralité,

I Uo —  u 0n I <  s pour n > n e

donc

! ün — u 0n I <  3 £ pour n >  nz

dont, [2],

I ^n (0  (/) I 3 £ •

On a alors pour n >  ns

! u ( t ) '— ■ Un (/)  I <  5 £

dont

(3.22) lim u n(£) =  u ( t )  dans C (o , T  ; H) .
n—> 00

Considérons m ain tenant (1,7,,); il est faci] de dém ontrer que

T

(3.23) f \\un ( t ) \ f d t  <  e s t
Ò

dont on a, com pte tenu de (3,22),

lim* u n( t )=*u( t )  dans J ^ ( o  , T  ; V) .
n-> 00

Le résultat est ainsi dém ontré.

§ 4. U n  e x e m p l e  d ’a p p l ic a t io n  d u  T h é o r è m e  i

Soit O un ouvert de Rw de frontière régulière T , V =  H V ß) , H =  J2?2(Q)f 
A : V V* l’opérateur défini par la rélation

n r
[Au  , v )  — I a-i^x) — - (x) (x) dx

ù

où U , V e H 2 (O) et at j (x) ^  ^- >  a | ^ |2

a >  o , VÇ e Rn, x  e Q , * „ (* ) e J2?“ (Q) i  J  =  1 ,. • •, n.

Posons

K»(f) =  { v I v  e V  , v >  o p.p. sur ü ,  V > t p n( l , x )  p.p. sur P}

K (0  =  { v  I v  e V  , v >  o p.p. sur Û, v > t y ( t , x )  p.p. sur T}

où <j,n ( t , x) , , x)  6 „S?2(o , T  ; H 1 (Cl)) et ont une variation negative avec
dérivée dans «SP2 (o , T  ; H 1 (Q)) et bornée dans la norm e de H 1(£i) par 
g( t )  6 SS® (o , T) p.p. sur [ o , T ] .
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Nous supposons aussi

lim tyn( t , oc) =  ^ ( t , x) dans H 1 (Q)
n->oo

p.p. sur [o , T] et

lim <J^(o , x) =  ^ (o  , x)  dans H 1 (O) .
n-> 00

Soient enfin u0(x) , u 0n(x) f i ^ 2(Q) non negatives avec 

lim Uon(x) =  u0(x) dans J^2(Q)
n~> 00

et f  (f) € JT2, (o , T  ; V*); il est facil de verifier que dans ce cas les hypothèses 
du Théorèm e 1 sont satisfaites.

On peut enfin observer que si f  (;t) 6 iCl (o , T  ; Jèf2 (O)) les problèmes 
(ï ,7n) (1,7) sont form ellem ent équivalentes au problèm es

(4,1) —'A  u ( t , x ) —- f ( l , x ) >  o p.p. sur [ o , T ] x û

u ( t , x ) > o  p.p. sur [ o , T ] x Û .

(/ , x)  — Au  ( t , x) —■ /  { t , x) j • u  { t , x) =  o

p.p. sur [ o , T ] x Û .
du
dn =  0 p.p. sur [0 , T]X r  où u ( t , A  >  $n( t , x)

u ( t , x) =  tyn( t , x) P-P- ailleurs sur [ 0 , T] x  r .

du
~dt (t , x ) - — A u  ( t , x) —■ /  i t , x) >  0 p.p. sur [ o , T ] x O

u ( t , x) >  0 p.p. sur [ o , T ] x ü .
/ du 
\d t - (t , X) — A u  ( t , x)  — /  { t , x])) • u (t 5 x) = 0

p.p. sur [0 , T] x  O .
du
dn if , x )  ■■— 0 p.p. sur [0 , T ]X r  où u ( t , X) >  (J; {t , X)

« 11 p.p. ailleurs sur [0, T] x  r

où n  indique la norm ale à F extérieure à O.
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