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Teoria dei gruppi. —■ Sui gruppi finiti in cui classi distinte di 
elementi coniugati hanno diversa cardinalità. N o ta  di A n n a  L u i s a  

G i l o t t i  (#), p rese n ta ta  (**} dal C orrisp . G. Z a p p a .

Summary. —■ Let G be a finite group of order fta q® (ft and q different primes) such 
tha t no different coniugacy classes of G have the same cardinality. Then G is the symmetric 
group on three letters.

I. Sia G un gruppo finito e sia

G =  C 0 U Ci . • . Cr

C0 =  { i } , ! C0 I <  J Cj i <  • • • <  I Cr I , la decomposizione di G in classi 
complete di elementi coniugati.

Consideriam o i gruppi finiti G per cui vale la seguente proprietà:

(I.I) I =  I C„ I <  ! C, I <• - -

Se indichiam o con g. un rappresentante della classe C j , 2 = 0 ,  1 , • • •, r  ; 
la proprietà (1.1) è equivalente alla seguente:

a-2)  ! G ! =  I g g (g 0) I >  ! g g (gl) j > • • • > !  CG Qr,) |.

In [2] F .M . M arkel ha dim ostrato che l’unico gruppo G, a derivato nil- 
potente, che soddisfa (1.1) è il gruppo simmetrico su tre oggetti S3.

In questa N ota dim ostrerem o che l’unico gruppo di ordine p* f i  (ft , q 
prim i distinti; oc e ß interi positivi) verificante la (T.i) è S3.

U n  gruppo G viene detto razionale se, dato un qualunque elemento g  
di G, ed un intero positivo ni prim o con l’ordine di g  ,g  e g m sono coniugati 
in G.

E chiaro che tale proprietà è vera se e solo se ogni carattere complesso 
di G è a valori razionali, di qui la denominazione razionale. Si vede facilmente 
che se un gruppo gode della proprietà (1.1) allora è razionale.

Nel suo lavoro F .M . M arkel fornisce alcune caratterizzazioni concerneti 
i gruppi razionali, che riportiam o per comodità:

PROPOSIZIONE i . i .  Se G è un gruppo razionale e H e un sottogruppo 
normale d i G, G /H  è un gruppo razionale.

PROPOSIZIONE 1.2. I l  numero prim o  2 divide lordine d i un qualsiasi 
gruppo razionale non identico.

(*) Lavoro eseguito nell’am bito delPattività del G.N.S.A.G.A. del C.N.R.
(**) Nella seduta del 12 aprile 1975.
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PROPOSIZIONE 1.3. Se G è un gruppo razionale e S è un suo 2-sotto­
gruppo d i Sylow , allora i l  centralizzante d i S in G coincide con i l  centro d i S 
ed è un 2 -gruppo ab diano elementare.

PROPOSIZIONE 1.4 Se G è nilpotente razionale, G è un 2 -gruppo.

PROPOSIZIONE 1.5. Se G è  abeliano razionale, G è un 2 -gruppo abeliano 
elementare.

2. Supponiam o che G sia un gruppo finito godente della proprietà (1.1). 
Si vede subito che il centro Z (G) di G deve essere identico, essendo ogni 

elemento di Z (G) coniugato solo di se stesso.
U n ’altra im m ediata conseguenza della razionalità di G è la seguente: 

per ogni elemento di G, il gruppo fattoriale NG 0 ) /C G O ) (1) è isomorfo 
a tu tto  il gruppo degli automorfismi di ( g ) .

P r o p o s i z i o n e  2.1 Se G è un gruppo razionale e G' indica il  derivato 
di G, i l  gruppo fattoriale  G/G è un 2 -gruppo abeliano elementare.

Dimostrazione. L a dimostrazione della Proposizione 2.1 discende imme­
diatam ente dalle proposizioni 1.1 e 1.5.

T e o r e m a  2.2 Se G è un gruppo d i ordine p* q® (p e q p r im i d istin ti, a  
e ß interi positivi) soddisfacente la proprietà (1.1), allora G è isomorfo a l gruppo 
simmetrico su tre oggetti S3 .

Dimostrazione. Poiché G è razionale, per la Proposizione 1.2 l’ordine 
di G è p a 2 ß. r

Si ha I G I =  I Ci I, dove C; , i =  o , 1 , • • • , r, sono le classi complete 
i=0

di elementi coniugati di G; inoltre | C t | per ogni ì =  o , 1 , • • • , r  è un divi­
sore dell’ordine di G, ed è | C* | =f= | Có | per ogni i  , j  , i =j= j .

L a somma di tu tti i divisori distinti dell’ordine di G, com presa l’unità 
e I G I stesso è data  dall’espressione:

Dovendo G soddisfare (1.1) sarà allora:

(2.I) ~ T  (p a+1— i) (2ß+1~  l ) — p a 2ß > p a 2ß =  G.

Cioè I G I =  p a 2ß è un num ero perfetto o abbondante.
Supponiam o dapprim a ß =  1.
Per un noto Teorem a di Burnside, G è risolubile onde G 'T G ,  e quindi 

in base alla Proposizione 2.1 |G  | =  p a, cioè G è a derivato nilpotente.

(1) Indichiam o con N G (^) il normalizzante di (g) ,  e con ( g )  il sottogruppo generato
da g.
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Per i risultati di M arkel citati in 1, ciò implica

IG ' I =  3 e G ^ S 3.

Possiamo pertanto  supporre ß >  1.
D im ostrerem o dapprim a che p =  3.
Supponiam o a =  1.
L ’ordine di G è quindi p 2ß con ß >  1.
În G non possono esistere classi complete di elementi coniugati di ordine 

P 2 • S fa t t i  se g  tosse un elemento appartenente alla classe C contenente
p 2 elementi, si avrebbe | Cq (g) | — 2. M a poiché abbiam o supposto ß >> 1, 
il sottogruppo generato da g  è necessariamente contenuto in un sottogruppo 
di G di ordine 4, che è abeliano e che pertanto è contenuto nel centralizzante 
di g.

Sussiste quindi la disuguaglianza che si ottiene dalla (2.1) sottraendo 
al prim o m em bro della stessa il term ine p 2  ̂ 1 che non rappresenta l’indice 
di nessun centralizzante in G. Si ha allora:

<J> +  0 ( 2 ß + 1 —  l ) ~ 2 - / — 2 - / - 1 > / . 2 ß
da cui si ha:

(4 ----p) 2 3 + 1 -----p------  I >  O .

Se p  fosse un prim o maggiore di 3 la disuguaglianza precedente non sarebbe 
vera; pertanto  dobbiam o supporre p  =  3.

Sia ora oc >  1.
Per un ragionam ento analogo a quello fatto nel caso precedente sussiste 

la disuguaglianza che si ottiene dalla (2.1) sottraendo al prim o m em bro i 
term ini p 2 ® e p 2ß che non sono indici di alcun centralizzante in G. 

Si ha allora:

(2-2) f i :T  O a+1— 0  (2P+1— 0 — / •  2ß— p * - 1. 2ß— p a. 23- 1 > p a. 2p ■

da cui:

23- 1 (3 p* +  2 Z 1- 1) -  Z +1 • 23- 1 -  / +1 -  2P+1 +  I >  O .

Se p fosse un prim o m aggiore di 3

23- 1 (3 P* +  2 / - ' )  <  4 • 23- 1 • /  <  Z +1. 23- 1.

Cioè sarebbe 23-1 ( 3 / 4 - 2  Z +1) — p cl+12ß~1 <  o 
e la disuguaglianza (2.2) non sarebbe verificata.

Quindi anche in questo caso dovrà essere p  =  3.
Rimangono perciò da studiare i casi:

(a) G =  3 2P , ß >  i

(*) G =  3a 2P , a , ß >  i .

35. — RENDICONTI 1975, Vol. LVIII, fase. 4.
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Dim ostrerem o che am bedue i casi (a) e (b) non forniscono gruppi godenti 
della proprietà ( 1.1 ), da cui discende che è assurdo supporre ß >  1.

Consideriam o il caso (a).
Sia S un 2-sottogruppo di Sylow del gruppo G di ordine 3 2ß. S non è 

norm ale in G per la Proposizione 2.1, onde i coniugati di S in G sono in numero 
di 3 : S0 =  S , S-t , S2 .

L ’indice di S0 O Sj in S0 non può superare l’indice di Sx in G, cioè è <  3. 
Poiché S è un 2-gruppo è [S0 : S0n  S J  =  2.

A nalogam ente [S± : S0 H S J  =  2, onde S0 O Sj è norm ale in S0 ed Sl5 
quindi anche in (S0 , S2) =  G.

Posto M — S0O S1; ne deriva che [G : M] =  6, cioè l’ordine di M è 2ß_1.
Pertanto  il num ero degli elementi di G di periodo potenza di 2 è 

3 (23 —  2ß_1) +  23” 1 =  2ß+1.
Il num ero degli elementi di G che non sono 2-elem enti sarà perciò 

3*2ß —  2ß+1 =  2ß.
Se in G esistesse una classe completa di elementi coniugati contenente 

2ß elementi, allora detto a un elemento appartenente a tale classe si avrebbe 
I CG {à) I =  3.

A llora a ha necessariam ente periodo 3, e si ha Co (a) — [ a ) .  Segue 
che i 2ß elementi di G che non sono 2-elem enti sono tu tti coniugati tra  loro e 
hanno tu tti periodo 3.

P ertanto  se b è un 2-elem ento, CG(b) è un 2-gruppo, altrim enti vi sarebbe 
un elemento  ̂€ CG (b) di periodo 3, e bc  avrebbe periodo 6. Segue che in G 
non esistono classi complete di elementi coniugati con 2Y elementi (y >  1) 
ad eccezione di quella che contiene i 2ß elementi di periodo 3. Pertanto dal 
prim o m em bro della disuguaglianza (2.1) si può sottrarre 2ß~1, onde

4 (2ß+1~  I) —  3 - 2 ß—  3 - 2 13“ 1—  2ß~ 1 >  3 - 2 ß

da , cui si ha —• 4 >  o il che è assurdo.
Possiamo pertanto  sottrarre al primo m em bro della disuguaglianza (2.1), 

oltre che il term ine 3 • 2ß~ 1 anche il term ine 2ß. Si ha:

4 (2ß+1—  1) — 3 • 2ß — 3 • — 2ß >  3 • 2ß

da cui —  4 — 2ß~1 >  o il che è assurdo.
Non esistono perciò gruppi d ’ordine 3 • 2ß con ß >  1 soddisfacenti la 

proprietà (1.1).
Consideriam o ora il caso (b).

[ G I =  3“ 2ß con a , ß >  i .

, Supponiam o dapprim a che in G non esistano classi complete di elementi 
coniugati di cardinalità 3“ 2ß“ 2.

L a disuguaglianza (2.1) continua a sussistere se al primo membro 
sottraiam o i term ini 3°t“ 1 2ß , 3“ 23“ 1 e 3“ 2ß“ 2 che non prappresentano cardi-
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nalità di alcuna classe di elementi coniugati. Si ha:

-.(3«+1 I) (20+1
0 - -3“ -2P- . a —1 ß7 • 2 - 3a -2ß 1—  3a -2ß“ 2 >  3a -23.

Con facili calcoli si ha:

■— 3a 1 1— 2^+1 — 3a+1 +  i >  o il che è assurdo.

P ertanto  se in G non ci sono elementi y  tali che |C G(J')I =  4 G non può 
soddisfare la proprietà (i . i ) .

Supponiam o quindi che in G esista un elemento y  tale che | CG(y)\ =  4. 
D istinguiam o due casi:

I) V  =H I , y i =  I , Gg (y)  =  ( y  )

i i )  y  =  I , Co O ) D b ) .

Consideriam o il caso I).
y  è un elemento di ordine 4 perm utabile solo con le sue potenze. Sia S 

un 2-sottogruppo di Sylow di G a cui y  appartiene. Si ha:

Gg O ) =  [y).  =  Cs (y).

Cioè S è un 2-gruppo contenente un elemento di periodo 4 perm utabile 
solo con le sue potenze. La Proposizione 1 di M. Suzuki [4] ci dice allora che 
S è generato da y  e da un altro elemento x  con una delle seguenti cinque ' 
relazioni: -

( 0 X2 — I , xyx~x = r 1
(2) X2 = y , xyx~x = r 1
(3) X2 m II , (m  > 2) , yxy~ x — x~x

(4) X2 m

<MII , (m  > 2) , yxy~ x =  x~x

(5) X =  I .

Se vaie (5) S =  (y),  ciclico d ’ordine 4. M a ciò implica che in G esiste 
un 2-com plem ento di Sylow norm ale K.

Il gruppo fattoriale G /K  è isomorfo ad S pertanto abeliano, cioè K D G \  
M a per la Proposizione 2.1, G /G # è un 2-gruppo abeliano elementare. Ciò è 
in contraddizione con il fatto che G /K  sia ciclico d ’ordine 4; siamo quindi 
caduti in assurdo. Sia ora vera una delle relazione (1) o (2).

Sia. nel prim o che nel secondo caso l’ordine di S è di 23.
Facciam o vedere che i gruppi di ordine 3a -23 non possono soddisfare 

la ( i . i ).
Si ha:

(2.3) A  (3a+1- i ) ( 2 4- i ) - 3“ . 2 3- 3 a- 1 -23- 3 a - 22 > 3“ . 23 

da ui -— 3°£~1 —  1 5 ^ 0  il che è assurdo.
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Consideriam o ora i casi (3) e (4).
In  am bedue i casi x  genera un sottogruppo ciclico di ordine 2P~1. Poiché 

G è razionale, il gruppo quoziente NG(;r)/CG(;r) è isomorfo a tu tto  il gruppo 
degli automorfismi di (x), che ha per ordine la funzione di Eulero del 
periodo di x,  cioè 2ß~2.

Perciò
[Ng W : C g W ]  =  2M

Poiché (x) C C G (x), l’ordine del Cq (x ) sarà 3Y2|3~1 con y intero positivo 
o nullo. D a cui

| N G ( r ) i  =  3T . 2 S- 1 . 2 M = / . 2 2 M

Cioè N q (r) contiene un sottogruppo di ordine 22ß“ 3.
Poiché N o (r) D S e poiché l’ordine dei 2-sottogruppi di Sylow di G 

è 2^ dovrà essere 2 ß —■ 3 =  ß da cui ß =  3.
Cioè S ha ordine 23 e per la disuguaglianza (2.3) stabilita nei casi (1) 

e (2), si ha l’assurdo.
Consideriam o ora il caso II).

y  è u n ’involuzione e | CG (y) | =  4.

Sia S un 2-sottogruppo di Sylow di G contenente CG (y).  Come in pre­
cedenza, CG (y) =  Cs (y).  Per il Lem m a 4 di M. Suzuki [3] abbiam o che S 
è generato da y  e da un altro elemento x  di ordine 2ß-1 con la seguente 
relazione:

y~x x  y  =  y r

dove r  =  — 1 oppure r =  — 1 -f- 2ß~2 e l’ultim o caso può valere solo 
quando ß >  3.

Se ß =  2 , Cs (y) =  S, abeliano elementare di ordine 4.
Siano N =  NG(S) e C = C G(S). Per la Proposizione 1.3, C =  S.
Facciam o vedere che è anche N =  S. Se N fosse diverso da S, allora N/S 

conterrebbe un elemento di ordine 3 che perm uterebbe ciclicamente le tre 
involuzioni di S. M a allora S O Z ( N )  =  1. Per il Teorem a (7.4.4) [I] il 
massimo 2-gruppo fattoriale di G è isomorfo a S O Z ( N ) .  Cioè G in tal caso 
non avrebbe sottogruppi norm ali massimi di indice 2, il che è assurdo, 
essendo G/G un 2—gruppo.

Pertanto  N =  S =  C, cioè S è nel centro del proprio norm alizzante e 
e per il Teorem a di Burnside in G esiste un 2-com plem ento norm ale K. Il 
gruppo fattoriale G /K  ^  S, cioè un 2-gruppo abeliano elementare,, perciò 
K =  G e G è nilpotente. Il Teorem a 1 di F. M. M arkel [2] ci dice che siamo 
apcora caduti in assurdo.

Sia ß >  2, cioè S ^  Cs (y).  Per un ragionam ento analogo a quello fatto 
nel caso I), essendo [NG (x) : CG (x)] =  2ß~2 si ha ß =  3.

La disuguaglianza (2.3) stabilisce così l’assurdo.
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Non esistono perciò gruppi di ordine 3“ 2ß con a , ß >  1 che soddisfano 
la proprietà (1.1).

Il Teorem a 2.2 è così com pletam ente dim ostrato.
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