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M a te m a tic a . —  Algebre di Stein nel caso reale. N ota di P a o l o  

d e  B a r t o l o m e i s ,  p re se n ta ta (#) dal Corrisp. G. Z a p p a .

Summary. — We study extensions to real coherent algebras of results given by O. For­
ster for Stein algebras. The proofs of the statements announced here will appear elsewhere.

In [3] e [4] O. Forster ha studiato alcune proprietà delle algebre di Stein, 
cioè delle algebre A =  H° (X , 0 X) di sezioni globali su uno spazio di Stein 
(X , 0X) non necessariam ente ridotto; in particolare egli ha dim ostrato che:

a) è possibile recuperare da A tu tta  la stru ttu ra  di (X , 0 X) che risulta, 
in sostanza, isomorfo allo spettro massimale chiuso o spettro di Gelfand di A;

b) per le algebre di Stein, che non sono noetheriane, si ritrovano gli 
analoghi di numerose proprietà tipiche degli anelli noetheriani ed in partico­
lare valgono teorem i di decomposizione prim aria.

Scopo di questo lavoro è di studiare estensioni dei risultati di Forster al 
caso reale, cioè al caso di algebre di sezioni globali su spazi analitici reali, 
dove per spazi analitici reali intenderem o sempre spazi coerenti cioè localmente 
isomorfi a supporti di fasci coerenti.

Le dim ostrazioni dei risultati contenuti in questo lavoro sono in corso di 
pubblicazione.

i. A l g e b r e  s p e c ia l i

Nei lavori di Forster citati viene usato pesantem ente il fatto che le algebre 
di Stein am m ettono naturale stru ttu ra di spazio di Fréchet; è chiaro che nel 
caso reale occorre usare delle tecniche diverse: l’idea centrale è quella dell’in- 
trpduzione della nozione di algebra speciale; si può introdurre la questione con 
alcune definizioni di carattere più generale:

DEFINIZIONE i . i .  a) Sia k un corpo: si dice spazio k-geometrico (X , 0): 
i l  dato d i uno spazio topologico X e d i un fascio 0 d i k-algebre d i base X;

b) si dice k-algebra geometrica Valgebra A  =  H° (X , (9) delle sezioni 
globali d i uno spazio k-geometrico .

DEFINIZIONE i .2. S ia  oc un ideale della k-algebra geometrica A — H°(X , 0): 
si dice specializzato d i a Pideale à definito da à =  H° (X , 0a), dove, eviden­
temente, (Pol è i l  fascio d i ideali d i 0 definito da oc, cioè:

( n \
(9X a =  m i f i  \ m %x e <5x f  e a j

un ideale ß si dice speciale se ß — ß.

(*) Nella seduta del 12 aprile 1975.
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È im m ediato verificare che l’operazione di specializzazione gode di buone 
proprietà di stabilità: in particolare essa è idem potente cioè Vy ideale di A
y =  y:

D e f in iz io n e  1.3. S i  dice algebra speciale (A,@) il  dato d i un'algebra A 
di sezioni globali su uno spazio geometrico e della fam ig lia  @ dei suoi ideali 
speciali.

In questo contesto, in opportune condizioni di regolarità, si possono 
dare dei teoremi di « tipo Spec » astratti: più esattam ente, definendo uno 
spazio /^-geometrico (X , 0) regolare se:

a) \/x  € X 0X è un anello locale con ideale massimale J t x t.c. (bx\*Æx — k\
b) l’algebra A — H° (X , &) è sufficientemente ricca da separare, in 

senso ovvio, i punti.

E definendo spettro speciale della algebra geom etrica A  l’insieme 
S (A) degli omomorfismi di yè-algebre cp : A -> k t.c. ker cp sia speciale, si 
dim ostra il seguente:

LEMMA 1.4 . Se (X  , (9) è uno spazio k-geometrico regolare esiste una 
bigezione naturale fr a  X e S (A),

U n problem a che sorge in modo abbastanza naturale nell’applicazione 
di queste formulazioni generali ai casi concreti di spazi geometrici regolari, 
cioè nel nostro caso gli spazi analitici, è quello dei legami fra stru ttu ra  
speciale e s tru ttu ra  topologica: esso può essere form ulato per esempio nella 
m aniera seguente: dato uno spazio geometrico (X , 0), è possibile asse­
gnare su A  =  H° (X , 0) una stru ttu ra  di spazio topologico, ragionevolm ente 
com patibile con la s tru ttu ra  algebrica, in modo che, dato un ideale a di
A , ä  =  à?

Risultati classici di H. C artan  ( [1] e [2]) risolvono la questione comple­
tam ente nel caso di (X , 0) spazio di Stein: nel caso reale darem o in questo 
lavoro soltanto legami molto più deboli.

2. A l g e b r e  r e a l i c o e r e n t i

Sia (X , (P) uno spazio analitico reale: doteremo A — H° (X , (9) della 
topologia indotta dalla seguente convergenza: una successione (f.f)nGn di 
elementi di A converge ad / e  A se 3 (X , è )  complessificazione di Stein di 
(X , 0) cui le f n e la /  siano estendibili e dove f n - * f  per la topologia na tu ­
rale di Ä  =  H° (X , 6): A, con tale stru ttura, risulta una R -algebra topolo­
gica com pleta e sarà detta  algebra reale coerente;

un risultato  chiave che perm ette di usare per le stru ttu re speciali su 
algebre reali coerenti tu tte  le tecniche canoniche della teoria degli spazi ana­
litici (Teoremi A  e B etc.) è la coerenza, dim ostrata da J. Frisch ([5]), dato 
un ideale a di u n ’algebra reale coerente, del fascio (Pcx..
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Premesso questo, data  A algebra reale coerente si può sviluppare la teoria 
arrivando ai seguenti risultati:

LEMMA 2 . 1 . S ia  ocCA un ideale speciale, allora a è chiuso.

Lem m a 2.2. S ia  J t  un ideale massimale d i A: sono fa t t i  equivalenti:
i) J i  e speciale;

ii) è chiuso

cioè anche nel caso reale lo spettro speciale e lo spettro massimale chiuso 
coincidono.

E l’estensione com pleta al caso reale del Teorem a di Spec di Forster:

TEOREMA 2.3. L a  categoria degli spazi di Stein (risp. degli spazi analitici
reali) e la categoria delle algebre di Stein (risp. delle algebre reali coerenti) sono 
anti—equivalenti.

Il Teorem a 2.3. chiarisce anche, dato uno spazio analitico reale (X , 0) 
e posto A  =  H° (X , (9), come la s tru ttu ra di algebra speciale (A,@) che sarà 
costantem ente usata in seguito, è com pletam ente determ inata dalla stru ttu ra  
di algebra reale coerente, cioè dalla stru ttu ra  di R -algebra  topologica di A:
da questa infatti si può ricostruire la spazio (X , 0) e quindi la fam iglia degli
ideali speciali di A: questo indica, in fondo, anche la non arb itrarietà  dell’in- 
troduzione della nozione di algebra speciale.

3. D e c o m po sizio n e  pr im a r ia

Con la s tru ttu ra  speciale è possibile ricostruire abbastanza com piuta­
m ente nel caso reale la teoria della decomposizione prim aria in algebre di 
sezioni globali su spazi analitici e delle sue implicazioni geometriche; prem et­
tiam o alcune definizioni:

DEFINIZIONE 3.1. S ia  A  uni algebra d i Stein o un'algebra reale coerente, 
sia S (A) i l  suo spettro speciale'.

a) dato oc ideale d i A, si pone'.

V (a) =  {cp e S (A) I <p ( / )  == o v /  e a}

b) dato oc ideale d i  A, si pone'.

rad (oc) — n  ker cp
cp eS  (A) 
ker cp2)a

c) una fam ig lia  (oc*)ieI di ideali d i A si dice localmente fin ita  se tale è 
la fam ig lia  (V(oq))^e I .
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Sulla base di ciò si dim ostra, per prim a cosa, che vale anche nel caso 
reale un risultato che assicuri il buon equivalente geometrico di un teorem a 
di decomposizione: l’enunciato complessivo è il seguente:

T e o re m a  3.2. S ia  (X , (9) uno spazio d i Stein (risp. uno spazio anali­
tico reale), sia (oq)ieI una fam ig lia  localmente fin ita  d i ideali chiusi (risp. 
speciali) di A =  H° (X , (9): si ha\

= U V (a,)
i s  I

=  n  rad oq .
i s  I

A ffrontando più d irettam ente il problem a della decomposizione prim aria 
nelle algebre di Stein e nelle algebre reali coerenti A, si definisce decomposi­
zione prim aria canonica di a ideale di A la rappresentazione oc =  n  q{ di oc

i s  I
come intersezione di una famiglia localmente finita di ideali prim ari speciali 
(cioè, ovviam ente, chiusi nel caso complesso) t.c. se 10 fj: I a Ç n  q% ed inol­
tre i prim i associati siano a due a due disgiunti: ìeI°

si dim ostra il seguente risultato:

T e o re m a  3.3. S ia  (X , (9) uno spazio di Stein (risp. tino spazio analitico 
reale), A =  H° (X , (9) sia Valgebra associata e oc sia un ideale chiuso (risp. 
speciale) di A:

i) ‘oc ammette decomposizione prim aria canonica oc ~  n  q,f, 
m i  caso complesso si ha inoltre: %eI

ii) i p r im i associati sono determinati univocamente; 
ih) le componenti isolate associate sono determinate univocamente.

Nel caso complesso l’interpretazione geom etrica è diretta: sempre in [3] 
Forster, ha ,dim ostrato u n ’estensione agli spazi di Stein del Nullstellensatz, 
provando che se q è un ideale prim ario .chiuso in u n ’algebra di Stein allora 
rad q =  ]/^; dato quindi un ideale chiuso oc in u n ’algebra di Stein A si ha:

a  '=  H ÿ i  e V (a) =  V (  n  q{ ) =  U V (q f  =  U V ( fq f i
i s  l \ i e I /  i e l  i e l

dove è im rhediato verificare che i V (]q  f) sono sottospazi analitici irriduci­
bili: in particolare per a =  {0} si ritrova per via algebrica, per gli spazi di 
Stein, il teorem a di decomposizione in componenti irriducibili degli spazi 
analitici complessi.

Con tecniche molto diverse si può dare di questo fatto geometrico una 
dim ostrazione valida anche nel caso reale: occorre per prim a cosa dare una 
buona definizione di irriducibilità:

DEFINIZIONE 3.4. S ia  (X , (9) uno spazio analitico reale'. Y C X  si dice 
sottoinsieme analitico coerente se 3a ideale d i A =  H° (X , (9) t.c. V (a) =  Y.
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DEFINIZIONE 3.5. Un sottoìnsieme analitico coerente d i uno spazio anali­
tico reale si dice irriducibile se non è unione propria d i due sottoinsiemi analitici 
coerenti.

In  base a ciò si può dedurre dal teorem a di decomposizione prim aria la 
decomposizione, unica, di uno spazio analitico reale in sottospazi analitici 
reali coerenti irriducibili: si ha infatti il seguente:

Lem m a 3.6 . S ia  A un'algebra reale coerente e a C A  un ideale t.c. 
a — rad a; sia ol =  n  Çi una decomposizione prim aria  canonica {che esiste

i e l

perche a e necessariamente speciale): allora i p r im i associati p { =  } q i sono 
univocamente determinati; sono altresì univocamente determinati i rad {qf) che 
risultano ideali p rim i.

In  possesso di questo enunciato il passaggio al risultato geometrico è di 
routine.
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