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Geometria differenziale. — Sopra la metrica Vranceanu genera
lizzata. Nota di M ih a i D e d iu , p resen ta ta  (,) dal Socio B. S e g r e .

RÉSUMÉ. -— Dans ce travail nous allons généraliser la métrique de l’espace lenticulaire 
L2n+1 (p) qui a été déterminée par G. Vranceanu dans [3], et nous allons démontrer 
quelques propriétés de cette métrique généralisée.

I n t r o d u z io n e

Ricordiam o dapprim a la definizione dello spazio lenticolare [1].
Sia R2b+2 (x0 , xx , • • •, ^2»+i) 1° spazio euclideo reale (2 n +  2)-dim ensio- 

nale isomorfo allo spazio euclideo complesso Cn+1 (#0 , • • •, zn), dove

2h =  *2h +  **2A+1 1 (A =  o , i , • • •, n).

Consideriam o la sfera S2w+1 (R) C R 2̂ +2 definita dalla

(O X  *k % =  r 2 .Jc=0

dove R  è un num ero reale positivo, e la rotazione

/  : S2re+1 (R) -> S2re+1 (R)

definita dalle

f ( Z h ) = z 'h =  e * zh, (A =  0 ,1  , • • • ,« ) ,

dqve p  , p 0 , p x , • • •, p n sono num eri interi non nulli, p  e p h sono prim i fra 
loro e |=}=i. Questa rotazione genera un gruppo ciclico finito d ’ordine 
p [ 2] , G =  { I dove I — f p è la transform azione identica.
Lo spazio lenticolare di dimensione 2n  -\- 1 è lo spazio delle orbite di G su 
S2"+1( R ) ; L 2»+1[ / , R ; / 0 , - - - , A ]  =  S2m+1(R)/G. Se p 0 =  • • • =  p n =  i, por
remo L2ra+1 [p  ; i , • • •, i] =  L2“+1 (jp , R).

Consideriam o l’invariante di grado p

4 i\ 4 a*' * 2iqq ( j i  +  J2 +  • * ' + J q z= P ) f

dove j \  , / 2 ,- ' * , j q sono num eri naturali, 1 <  q <  n +  1 e hx , h2 , • • •, hq 6 
€ {o , • • •, n }. Osserviam o che

«  ( £ * * ) ' -  2  b\fc=0 /  J\-\---+Jq=P LJ:
p \
• • •/?! ( ^ V 1- • ■.(**,q ng. R‘2 p

(*) Nella seduta dell’8 marzo 1975.
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O tteniam o u n ’im mersione dello spazio lenticolare jJ n+1 ( fi 9 R ) considerando

<3) ^■ ■ ■ 4 ’
l’im mersione è sulla sfera

L  =  R P
h+---+jq=*P

dello spazio complesso delle variabili Vjv ..jç .
Nel caso particolare degli spazi lenticolari L3 (p  , R), l’immersione (3) 

si scrive

vr =  FCp 4 ~r 4  ir  =  o > i , • • •. p)-

L a m e tr ic a  d e l l o  spazio  l e n t i c o l a r e  j J n+1 (p ) R)

P r o p o s iz io n e  i .  La metrica dello spazio lenticolare L 3 (p  , R) può 
venir scritta in coordinate complesse sotto la form a

(4) ds2= / R 2(ï' “ I)(d^0d^0+  dzj^dS-^+pip— i) R2(p“ 2)(5’0d50+ ^ 1dS:1) (^ d ^ o + ^ d ^ ) .

Dimostrazione. Per determ inare la m etrica dello spazio lenticolare L3 (p  , R) 
calcoliamo

d.v2 = i ;  dvr dvr =  2  {c ; [ip — r ) z r r- 1 zi d*0 +  « T '  z\L 1 c b j  •
r—0 r = 0

• HP -  r) z i - * - 1 zi dir0 +  r z r ro e r 1 d?x]} .

Scrivendo questa form ula sotto la forma

ds2 =  a dz 0 dz0 +  b (z0 dz 0 z1 dzx +  z 0 dz0 zx dzt) +  c dz1 dzt 

risulta che

a = X  CP ip  — r f  (z0 zoy - r (z1 f 1)r-1 ,
r =  0

b = 2  r  (p r) (z0 z0f  (sz1 z f  (p r), 
r = 0

" Cp r  (z0 zQ)v~r (zx z j " 1.
r = 0

R elativam ente al coefficiente a , osserviamo che per r  =  p  esso vale zero; 
dunque l’ultim o term ine non nullo di a è quello che si ottiene prendendo 
r  =  p — i, cioè p(z\Z-^)v~~X. U sufruendo della (2), che nel nostro caso si scrive

(*o 0̂ +  *  1= L e ( * o  h T r~x ( *  K * -
r = 0

=  P ^ 1) +  'L  (c ; ip  -  r )2 -  p c ; ^ )  (z0 z ^ - '  iz, z j .
r=0

(s)

risulta
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Tenendo conto che

Cp O  —  r f  —  pCv_! =  Cp_2

e utilizzando la (5) si ha la formula

a =  2) [R2+  (p  ■— 1) z 0 z0\.

Per il coefficiente b, osserviamo che se r  =  fi allora b =  o; dunque

b = 2  C>Pr (p — r ) Oo <>i z j ~ x-r=1
Poiché

Cp (p — r ) r  =  p ( p —  i ) Cpz \,
risulta

b = p ( p — i) r 2̂ “ 2>.

Nel caso di c, osserviamo che per r  =  o otteniam o c =  o e per r  =  i risulta 
P(zoZÒf~l- E lim inando questo term ine coll’aiuto della (5), otteniam o

c =  / R 2(3,-11+ E  K r +  I)2c ; +1- ^ . j

Lenendo conto che C£+1 (r +  i )2— fiG p -i=  fi (fi —  i)C^"_2 e utilizzando an
cora una volta la (5), risulta

c — fiR 2(p~2) [R2 +  (fi — ï) ^  ^j].

Ponendo i valori di a, b, c nella formula della m etrica, otteniam o la (4).

COROLLARIO 1.1. Nelle coordinate reali x  , y  , u , v (z0 — x  ~\~ iy) 
z\ — u +  zv), la metrica (4) dello spazio lenticolare L3 (fi , R) si scrive d̂ *2 — 
=  / R 2(̂ "1) (d*3 +  dv2 +  du3 +  dv3) +  P {p —  1) R2(î,~2) ( x d x + y d y +  u du  +  
T v dẑ )2 -f- (x dy  —  y  dx  -f- u dz;— v duf .

PROPOSIZIONE 2. La metrica dello spazio lenticolare L 2̂ +1 (fi , R) è data 
dalla form ula

2n+l r /2n+l \
(6) A t =  * * - *  g  ( ix if  +  t i P ~ X >  R * -»  [ (  g  *, d,,*) +

/  n

~f~ 1 (̂ 25 ^^2s+l ^2s+l d^r2s)

La dim ostrazione risulta dal Corollario 1.1.
U sando la form ula (1) otteniam o il

C o r o l l a r i o  2.1. La metrica (6) può anche venir scritta sotto la form a

( 7): di-2
/ 2 n + i  \ p ~  1 r 271+1 i  / 2 n + i  \  p —2

i j  +  ^21 (^2s ^2S+1 ^2s+l j  *
272,+1
21 ** d**
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Si verifica facilmente che per R  =  i s’ottiene la m etrica dello spazio 
lenticolare L271+1 (p) o ttenuta da G. V ranceanu in [3]. Perciò, la m etrica dello 
spazio lenticolare \ } n+1 (j> y R ) data  dalla form ula (6) o (7) viene chiam ata 
la m etrica V ranceanu generalizzata dello spazio lenticolare L2n+1 ( p , R).

A lc u n e  p r o p r ie t à  d e l l a  m e t r ic a  V r a n c e a n u  g e n e r a l i z z a t a  

Porrem o

(8) ï  =  i  +  (— i.y

e utilizzeremo gli indici m uti, cioè quando in un monomio compaiono 2 indici 
(i e i) o (i e i') si sottintende di fare la somma rispetto a questi indici.

PROPOSIZIONE 3. I l  tensore metrico della metrica (7) ha le componenti

(9) &ij P (%1c %fc) \%lc +  (P 0  fai %j "fi ( O ' ' **4' A?')]*

Infatti, per la (7), avuto riguardo alla (8),

d^â =  p  (xk dXi dXi +  p  (J> — 1) (xk xk)p~2

[xì Xj dx-i dXj +  (—■ i)*+7 Xy Xy dx{ dxj] , (i , j  , k =  o , I , • • •, 2n +  i),

da dove segue appunto la (9).

P r o p o s iz io n e  4. La curvatura totale dello spazio con la metrica (7), nel 
caso n — o, è nulla.

Dimostrazione. Per n =  o, il tensore metrico (9) ha le componenti

aoo =  au =  P2 ( 4  +  x ly ^ 1 , a01 =  «io =  O ;

dunque la m etrica si scrive d /  =  p 2 ( 4  +  4 ) P 1 (d 4  +  dx2). Per calcolare 
la cu rvatu ra  totale utilizziam o la formula

dove

e  = P 2 (4 ;+  4 )P 1- Pi ha ^  =  2p 2 O  —  i) ( 4  +  4 /  2 =  Eæo ;

3

3*0
2 (P 0  XQ)

(* l+ x l)2
Exi
È

i L  =  2/  (P —  i) Xl ( 4  +  x ly  2= E Xl;

2 ( / —  I)  ( * o —  4 )

/  2 i 2 \ 2(xQ +  Jq)
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Risulta quindi che K =  o.

PROPOSIZIONE 5. I l  determinante delle componenti del tensore metrico (9) 
è dato della form ula

( IO) A 2m+2 =  / 2“+4 (xh xk)<'ìn+2)(p~v>, k =  o , i , - - - , 2 n Jr \.

Dimostrazione. Per n =  o si ha

A 2
Æqo o 

o au
=  / ( x 20 +  4 ) 2(p- ]>.

Per n —• 1 si ha A4 — p ß (x0 -f x\ -f- x\ -f- x%)4̂  1\  Ed ora la (io) si verifica 
par induzione.

PROPOSIZIONE 6. I  reciproci delle componenti del tensore metrico (9)
sono

(I I} =  {lt Zk)P [A -  ** xk —  { p -  I) (*< Xj +  (—  l )Ì+jXi , Xj,)].

Infatti, si verifica che a10 ajk =  Sk .

PROPOSIZIONE 7. I  simboli d i Christoffel d i prim a specie dello spazio 
d i ' Riemann con la metrica (6) sono

( I2) I ì j  > k  I =  p  (p  1) (xh x f f  \xh xh(8k Xi +  Xj +  (—  i f +1c 8hj xi> +

+  (—  l ),+k Si Xj,) +  (p —  2) (Xi Xj x k +  (— Iy +lc Xj Xj. xk. +  

+  ( ■ XV x 3 xk’    (---• I )l+'? XV xi ’ Xh)].

Infatti,

~ d x f  2 f i ^ k ^ P  0  (%h x h) x i 2 P  { P  0  ( P  ' 2) ( x h x h f  3 x i x j  Xjc “fi

+  p  (p  —  i ) ( x h xhy ~ 2 8iXk +  p  (p — 1) (xh xh)p~2 Xj -fi

+  2 (—  l),+hp  (j> —  l)(j> —  2) (.Xh Xh)P~ SXj Xj, Xk, +  (—  I )}+hp  (j> —  i )  •

• (Xh X h) V~ 2 XW  +  2  (—  l)3+k p { p — l)(xh Xh) V~ 2 8 f  Xj, .

U sufruendo della form ula

I -v h I __I_ -L dav \
 ̂’ 2 \ dx{ dxj dxk / ’

si ottiene la (12).
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PROPOSIZIONE 8. I  simboli d i Christoffel d i seconda specie sono

( I 3)
r

i  j
[xh xh (Si Xi +  K  Xj +  ( -  I)i+  ̂S’ , +

+  (—  0 * + f  K' xy) —  Xi Xj xr —  (—  i)J+r Xi xr xr, —

( 0  +  X Ì' Xj xfr -f- (---- - l)*  Xi' Xj' xr\.

Infatti, usufruendo della

T . =  ark I ij  , k It j  J 1

e delle ( u )  e (12), si ottiene la (13).

PROPOSIZIONE 9- La connessione di Levi—Civita dello spazio Riemann 
con la metrica (7) ha le componenti

( r4) G  =  W  x h ( K  X i  +  K  X j  +  (— i)i+r 8 }r , X i , +  (— I ) i + r  K ’ X j , )  —

Xi Xj Xr ■ (  l / +  Xi Xj> Xr>   (  I )l + r Xi> Xj Xrt -f- (-—  I y** Xi' Xjf x r\.

Lo si verifica subito utilizzando la definizione della connessione di Levi— 
Civita.

COROLLARIO 9.1 . Le equazioni differenziali delle geodetiche dello spazio 
di Riemann con la metrica (7) sono

d2 xì pi dxj àxk 
~dt* 1 #  ~df ~àd ~  °  ’

dove r ljk designano le componenti della connessione d i Levi-C ivita {14).

COROLLARIO 9.2 . Lo spazio Riemann con la metrica iff) è uno spazio 
simmetrico Hspetto all'origine delle coordinate.
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