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Geometria differenziale. — Sopra la metrica Vrvanceanu genera-
lizzata. Nota di Miua1r DEbpiv, presentata  dal Socio B. SEGRE.

RESUME. — Dans ce travail nous allons généraliser la métrique de 'espace lenticulaire
L2+l ($) qui a été determinée par G. Vranceanu dans [3], et nous allons demontrer
quelques propriétés de cette métrique généralisée.

INTRODUZIONE

Ricordiamo dapprima la definizione dello spazio lenticolare [1].

. 2 . . . .
Sia R™**(xq, %, -+, %auyy) lo spazio euclideo reale (27 -+ 2)-dimensio-
nale isomorfo allo spazio euclideo complesso crt (29, 2y), dove
2h=x2h+z~x2h+l) (;ZZO,I,"',%>.

Consideriamo la sfera S™' (R)C R™'? definita dalla
n
(1) > i =R,
=0

dove R & un numero reale positivo, e la rotazione

f: S27L+1 <R> s Szn+1 (R)
definita dalle

27ipy,
’ »
f(Zh)=Z}L:€ Zp (}l=0,1,“‘,7’l),
dove p, o, 1, -+, Pn SONO numeri interi non nulli, p e p; sono primi fra

loro e | p|==1. Questa rotazione genera un gruppo ciclico finito d’ordine
p[2],G =41,/ /% -, /" '}, dove I = /P & la transformazione identica.
Lo spazio lenticolare di dimensione 27z -+ 1 & lo spazio delle orbite di G su

Sm+1<R> ) L [2,R; 2o, Y Pn] = Szn+1<R-)/G' Se bo= "= pp=1, por-
remo L*™[p;1,.--,1]1=L1""(p,R).
Consideriamo linvariante di grado p
dhy a4 Grtdat - +ig =2,
dove 7i,7s2, **,Jq sono numeri naturali, 1 <¢g <n% 41 e Ay, hy, -, /4 €
€{o,---,n}. Osserviamo che

#! . L
it +ig=p [-71—1—]—9_1— <Zh1 Zhl)]l T (th th>7?] = R*P,
14—

(*) Nella seduta dell’8 marzo 1975.
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Otteniamo un’immersione dello spazio lenticolare L™ (»,R) considerando

_— ﬁ! i1 .g .
(3) Ujyedg = PR Al lezl Ty 3
I'immersione & sulla sfera

) ) (vjl"'jq.vjl"‘jq> =R
Jite+ig=p

dello spazio complesso delle variabili 7/_7'1.:.]'4.

Nel caso particolare degli spazi lenticolari L’ (p, R), 'immersione (3)
si scrive

'ZJ,.ZVC_;ZE;)_rZI (7.:0)1)"')?)'

LA METRICA DELLO SPAZIO LENTICOLARE L¥™"'(p R)

PROPOSIZIONE 1. La metrica dello spazio lenticolare 1.°(p,R) puo
venir scritta in coordinate complesse sotto la forma

(4) ds’=pR*" " D(dzodzy+ dz,dz) +p (p—1) R¥P ™ (50dZ,+2 d7,) (5, dzo-+5dz).

Dimostrazione. Per determinare la metrica dello spazio lenticolare L’ (p , R)
calcoliamo

»

P
ds? =)} do,do, =D, {Cp [(p— ) a8 " 4 dzy+ 785" 2,1 dz, ]
r=0 r=0
M(p—n) 2y " A dgy B BT dE )
Scrivendo questa formula sotto la forma
ds? = a dzg,d3, 4 6 (5, dzy 2, A3, + 20 dZ, 7, dz) + ¢ dz d3

risulta che

D
a=2Cp(p—=7F (o2 (@ 2) 7,
Y4
6 :“Tgo Cor(p—7r)(208)" " (a1 §1>r_1 (p—r),

D
‘ :Eo Co 7 (20 §0>p—r (& 51)r—l~
=

Relativamente al coefficiente @, osserviamo che per » = p esso vale zero;
dunque l'ultimo termine non nullo di @ & quello che si ottiene prendendo
7= p—1, ciod p(z 7)" . Usufruendo della (2), che nel nostro caso si scrive

p—1
(5) (30 B+ 2 51)2}—1 =ZC;-1 (2'0 §o>p—r—1 (31 §1>r = Rg(p_l),
=0

risulta

p—2
a= pR““”Jr;:]O (Cp(p—7)— pCp) (202" " (21 5.
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Tenendo conto che
CG—r—pCa=p(p—1)C,
e utilizzando la (5) si ha la formula
a = pRI R+ (p — 1) 2 5).

Per il coefficiente 4, osserviamo che se » = p allora 6 = o; dunque

p—1
Y =TE=1C; 7 (p—7) (2 50)7)_1’—1 (z §1>T—1-
Poiché
Cop—nrr=p(p—1G,

risulta

b=p(p— )R,
Nel caso di ¢, osserviamo che per » = o otteniamo ¢ = 0 ¢ per » = 1 risulta
2 (20Z)"". Eliminando questo termine coll'aiuto della (3), otteniamo

p-1
c = PRZ(Z)_D‘!‘ZI (O + I>2 CzraH — pCyi] (20 §o>p—r_1 (a1 7).

Tenendo conto che Cp*' (r + 1)* — pC)_y = p (p— 1) C;~3 e utilizzando an-
cora una volta la (s), risulta

¢ = ?Rz(p_2) [R2 +@— 1)z 5]
Ponendo i valori di @, 4, ¢ nella formula della metrica, otteniamo la (4).

COROLLARIO 1.1. Nelle coordinate reali x| y,u,v(8 = x + 2y)
2= u+ i), la metrica (4) dello spazio lenticolare 1.°(p , R) si scrive ds? =
= pR V(A2 + 2+ did + de?) + p (p— DR (rdr - ydy + udu +
+odo) + (rdy—ydx+udv—ov da)®.

PROPOSIZIONE 2. La metrica dello spazio lenticolare L™ (p,R) ¢ data
dalla formula

2n-+1 2n+1
(6) ds® = pR*P™V 37 (dw;)® + p (p — 1) R¥?~? [( > dxf) +
1=0 =0

n 2
-+ (Z% (Fas darggyy — Xos+1 dxzs)) ] .

La dimostrazione risulta dal Corollario 1I.1.
Usando la formula (1) otteniamo il

COROLLARIO 2.1. La metrica (6) pud anche venir scritta sotto la Jorma

(7). ds? = p (?Zﬂx%)p_l [2§1<dxi)2] +p(p—1) (zglxg)”‘2 .

3 =0

1=0
- 2n+4-1 2 n 2
: {( Z}Oxi dxi) + (Z (xzs dgspy — Xas+1 dxzs)) ] .

§=
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Si verifica facilmente che per R =1 s’ottiene la metrica dello spazio
lenticolare L***(p) ottenuta da G. Vranceanu in [3]. Percid, la metrica dello
spazio lenticolare L™*' (p, R) data dalla formula (6) o (7) viene chiamata
la metrica Vranceanu generalizzata dello spazio lenticolare L™*'(p, R).

ALCUNE PROPRIETA DELLA METRICA VRANCEANU GENERALIZZATA

Porremo
(®) i =i+ (—1)

e utilizzeremo gli indici muti, cio¢ quando in un monomio compaiono 2 indici
(Z e7) o (¢ e i) sisottintende di fare la somma rispetto a questi indici.

PROPOSIZIONE 3. [/ temsore metrico della metrica (7) ha le componenti
©) ai; = p (o)’ [ 2 85+ (p — 1) (s x5 4+ (— 1D g 23]
Infatti, per la (7), avuto riguardo alla (8),
ds? = p ()’ da; dog + p(p— 1) (wp2)” 2
[w; 25 dog Aoy + (— O 2y 2 dy dag],  GL7,k=0,1,---, 204 1),
da dove segue appunto la (9).

PROPOSIZIONE 4. La curvatura totale dello spaszio con la metrica (7), nel
caso n = 0, ¢ nulla.

Dimostrazione. Per n = o, il tensore metrico (9) ha le componenti
. 42 2 2\p—1 . . .
oo = an = P~ (%o -+ 1) y  Gop = 1p = O

dunque la metrica si scrive ds*= p* («) + 2?7 (dxj + da}). Per calcolare
la curvatura totale utilizziamo la formula
1 JE
(& )

1 JE

ol— ——

(E on)
3;\:'1

oxo

I
K=—x|

+

dove

) - . ) / —
E =" (x5 +4D?"" Si ha VE‘]: 28 (p— 1) 2o (g + 2" 2= E

70 )

Ewo)

3(_.__ 2 2

E 2(p—1) (x3—xp) . E o 2 | _2p-2 )
O ey, P DRt =By

_ﬂ%ﬁ 2(p—1) (1Y)

~ 2 2\2
o, (2 + 2
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Risulta quindi che K = o.

PROPOSIZIONE 5. [/ determinante delle componenti del tensore metrico (9)
¢ dato della formula

— p2nta 2n+2) (p—1) __
(10) Azm-z-ﬁ (xkxk)( , E=o0,1,-,2n+1.
Dimostrazione. Per n = o si ha

@ O

A= — G+ .

o (111

Per w =1 si ha A, = p° (4] + 25 + 2%+ x§)4<”‘1’. Ed ora la (10) si verifica
par induzione.

PROPOSIZIONE 6. 7 reciproci delle componenti del tensore metrico (o)
sono

(a0 a = I — (0 — 1) (o (1) )]
Infatti, si verifica che &% ajp = 5.

PROPOSIZIONE 7. [ simboli di Christoffel di prima specie dello spazio
di ' Riemann con la metrica (6) sono

(12) |7, Rl =p(p—1) (o 2)" " [ 2 (B s + Spy + (— DS 2 -
+ DS 2+ (p—2) (e (1) s me
+ =0 x g xp — (— D a0 2],

Infatti,

da

e =20 — D @) x - 2p(p— 1) (p—2) ()" a2y

21 @) 8+ p (p—1) ()’ Sy
2 (=D P (p—1) (p—2) (5 2)" w250 20 + (— 1 p (p—1)-
o)’ T e 2 (— 0 p (p— 1) ()" T

Usufruendo della formula

.. 1 (Pap dai da;,
5,41 = (52 T ),

si ottiene la (12).
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PROPOSIZIONE 8. 7 simboli di Christoffel di seconda specie sono

r (£— )

(13) ; j‘ Gt

(s 20 (8 0y 4+ 8Ly + (— 1)+ 80 20 -

("— I>]+T 87' xj’) X XX — <_‘ I>j+r Xy Xjr Xpr —
(. i+r . SN )
(— D" x5 2 A+ (— D) 2 x50 2],

Infatti, usufruendo della

7 vk .
Z. ] l =a l Z] ) 'é I
e delle (11) e (12), si ottiene la (13).

PROPOSIZIONE 9. La connessione di Levi-Civita dello Spazio Riemann
con la metrica (7) ha le componenti

(14) ;’Ic (X P )z [th}l Xp (8 X; + 81 Xj —l—— ( >i+r Sir X -f" (— I>j+r 8;:1 le> —

— 2 % X — (— 1) 2y 2y 2

(— 0" w x4 (— O 2y 2]

Lo si wverifica subito utilizzando la definizione della connessione di Levi—
Civita.

COROLLARIO 9.1. Le equazioni differenziali delle geodetiche dello spazio
di Riemann con la metrica (7) sono

d®x; i dy; dxs

R T TR
dove F,iyc designano le componenti della connessione di Levi-Civita (14).

COROLLARIO 9.2. Lo spazio Riemann con la metrica (7) & wuno spazio
simmetrico yispetto allorigine delle coordinate.
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