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Analisi matematica. — Sur la dépendance du convexe de la solution 
du problème de Cauchy pour un inéquation parabolique avec convexe 
dépendant du temps. Nota I di M a r c o  B i r o l i  (#), presentata (**} dal 
Corrisp. L. A m e r i o .

RIASSUNTO. — Si enuncia un teorema di dipendenza continua dal convesso per la solu­
zione de] problema di Cauchy relativo ad una disequazione parabolica con convesso dipendente 
dal tempo e si dimostrano alcuni risultati preliminari.

i .  I n t r o d u c t io n  e t  é n o n c é s

U. Mosco a donné dans [4], [5] un résultat de dépendence continue 
du convexe pour la solution des inéquations variationelles elliptiques et 
l’A uteur a donné dans fl] un résultat de dépendance continue du convexe 
pour la solution du problèm e de Cauchy pour des inéquations paraboliques 
avec convexe independent du temps; le but de ce travail est de donner un 
résultat de dépendance continue du convexe pour la solution du problème 
de Cauchy pour des inéquations paraboliques dans le cas où les convexes 
dépendent du temps.

Les m éthodes de [1] ne peuvent plus être utilisées dans ce cas et donc 
on dém ontrera le résultat par des m éthodes complètement différentes.

Soit V un espace de Banach uniform ém ent convexe de norm e || | | , 
V* son dual, ( , ) la dualité entre V et V*, || ||* la norm e duale sur V*.

Soit H un espace de H ilbert idéntifié avec son dual pour le produit 
scalaire ( , ) et indiquons par | | la norme induite par ( , ) sur H.

Nous supposons que V H c-> V  avec injection dense et continue.
Soit A (Z) : V V* un opérateur borné, monotone, hem icontinu pour 

presque tou t / e [o , T] et avec

(1.1) ( A ( t ) v  , v ) > a \ \ v \ \ p  —  -k \v \2

Wv € V, p.p. sur [o , T] (oc >  o , p  >  2)

(1.2) A  (t) v m esurable sur [o , T] dans V* \tv  € V.

Soient Kw (t) des fonctions de [o , T] dans les parties fermées convexes 
de V avec retraction rn (t) et

(1,3) d  rn 
d i ( t ) < £ •( /) p.p. sur [o , T]

(*) Istituto di Matematica dell’Università di Parma ed Istituto di Matematica del 
Politecnico di Milano.

(**) Nella seduta dell’8 marzo 1975.
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où g (f )  6 ^  ( o , T) (pour la définition de retraction cfr. [3]). Supposons que 

( r>4) lim ~Kn (f) =  K (f) p.p. sur [o ,T ]
n —> 00

( T»S) Hm K„ (o) =  K (o)
00

au sens de U . Mosco (cfr. [4], [5]). Soit u0n e K j ö f  et 

C1.6) lim u0n -- u0 dans H
n —> co

avec uQ e K (o)H.
Considérons les inéquations d ’évolution

£2

0  -7») j {V 00 +  A  ( t )u  (t) — /  (*) , v (i) —  u (t)) d t  >
tx

—  o <  q <  4  <  T

V& (t) e 3?* (o , T ; V) , v' (t) e ü?2 (o , T ; H ) , » (7) e Kn (7) p.p. sur [o ,T ]

—  u (f) eC  (o ,T  ; H) 0 ^ ( 0 ,1 ; V ) ,a ( i ) 6 K , ( / )  p.p. sur [o ,T ],

«  ( ° )  =  u 0 n 

h
C1 >7) J" (zé (0  +  A  (#) «  (^) — /  (/) , p (*) — « (0 ) d* i>

tx

> ï \ v ( t ^ )  —  u ( t2)\2 —  | |z > ( 4 )—-u Ç tJ f,  o <  q  <  /2 <  T

V» ( 0  6 ^ ( o  , T ; V) , v' (t) e ^ 2 (o , T ; H ) , v (t) € K (t) p.p. sur [o ,T ]

u (f) € C (° > T ; H) n  "Sf3* (o , T ; V) , u (f) e K (t) p.p. sur [o ,T]>

u  (o) =  u 0.

THÉORÈME i. Le problème (i,7Â), a une unique solution un (f) et on a

lim un (t) =  u (t)
n ->  00

dans C (o , T  ; H) et dans la topologie fa ib le  de (o , T  ; V) oà u (f) est 
Punique solution de (1,7).

D ans le § 2 nous dém ontrons certains résultats prélim inaires, dans le § 3 
nous dém ontrons le Théorèm e 1 et dans le § 4 nous donnons un exemple 
d ’application.

Remarque 1. P ar les mêmes méthodes utilisées pour le Théorèm e 1 
on peut dém ontrer un résu ltat analogue pour la solution faible du problèm e 
de C auchy pour u n ’inéquation du type de N a vier-S  tok es.
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§ 2 . R é s u l t a t s  p r é l im in a ir e s

L em m e i. Soit K (t) comme au Théorème i  et u ( f)  absolument continue 
dans V; on a

t

C2?1) I ( ■ ul (s) , J (u (s) Pr(«) u (s))) às <
0

s

<  | | | ^  (°) P K(0) u (o)||2 4 - j g  (s) Il u (s) ■— P K(S) u (j)|| di*
0

(P K(0 =  Opérateur de projection sur  K (t) dans V).
Nous observons que (2,1) est valable pour chaque convexe Kn ( t \  donc 

par passage à la limite on a facilem ent le résultat.

LEMME 2. Le problème (1,7) a uri unique solution u (t) .
L a dém onstration est la même utilisée dans [2] pour le Théorèm  4. 

Soit JP :V -* V *  l’application de dualité telle que || ]p v\\* =  \ \ v f '~1, K n (t) , 
K (0  > «on » «0 comme au Théorèm  1 avec u0n e K n (o) , u0 6 K (o) et

lim* u0n =  u0 dans V.
n ->  00

Soit enfin { /„ (/)}  e (o , T  ; H) telle que:

lim / „ ( * ) = / ( O  dans SC2 (o , T  ; H).
n—>oo

L em m e 3. Considérons les inéquations (73 >  o , c >  o)

(2,2n) (73 (V (V) +  ^ ^ (/)) f  « (0  — A  (0  , v —  u (j)) ~> o p.p. sur [o , T]

Vv e; K» (*) , « (o) =  ^  , » (/) e K n (;t) p.p. [o , T]

(2,2) (7) (y// (/) +  7Y (/) -f- « (0  — f  (f) , v — u (/)) >  o p.p. sur [o ,T ]

Vv e K (/)  , u (o ) u Q ; u ( t ) e K ( t )  p.p. sur [o ,T ] .

Indiquons par un (f) la solution de (2,2W) et par z /(/) la solution de (2,2);
on a

lim un (t) =  u (t)
n->oo

dans C (o , T  ; H) et SP* (o , T  ; V).
Nous observons que d ’après [2] et le Lemme 1 on a que (2,2) et (2,2^) 

on t une unique solution.
De [3] il y a w n (t) e K n (t) p.p. sur [o , T] avec w n (o) — u0ni 

^ ( 0 ^ ( o , T ; V )  et

\\w 'n ( f) \ \< g ( j) p.p. sur [o ,T ] .
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En posant v (f) — wn (f) dans (2,2W) on a
T

(2.3) >îc [  Il un (O lf d t< C x  ; Y) I un {t) |2 <  Q .
J0

De (2,3) on peut supposer, sans perdre de généralité,

(2.4) lim* un (t) =  u (t) dans (o , T  ; V).
n —> 00

De [2] on a aussi
Tt*

(2.5) Y) I I un (f) f  à t <  C2.
J

0

De (2,3) (2,5) on peut supposer, sans perdre de généralité,

(2.6) lim* un (t) =  u' (t) dans i? 2 (o , T  ; H)
n --> 00

(2.7) lim* (/) =  ^  (V) dans H
n —̂ 00

uniform ém ent sur [o , T].
De (2,4) on a, pour presque tout l e [o ,T ] , \\un (t)\\ <  Q ,  dont de (2,7)

(2.8) lim* un (t) — u (t) dans V p.p. sur [o ,T ] .
n ->  00

De (2,8) on a

(2.9) u {t) € K (t) p.p. sur [ o ,T ] .

De (2,4) on peut supposer, sans perdre de généralité,

(2.10) lim* }v un (t) — x 00 dans ^  (o » T  ; V*).
n ->  00

De (2,2W) on a
t

(2, I I )  £Y] j ( J„ Un ( t ) , un (t) — u (f)) d t -f  
0

t

+  I (un (t) , un (t) —  u (t)) à t +  Ì  Y) I (?) —  » (2) |2 <
J0

î

<  J (y) («» (0 +  dp  % (0) +  (0 —fn (f) , PK„(t) U (t) — M (/)) àt +
0

l

+  j (*i«n (0  — A  (0  . u (0  —  '«« 00) àt +  Ì  Y) I U (?) — PKm(î) U (T) I2 +
0

+  è Y] I —  « o  I2 +  *  Y) I UQ —  P k m(0) ^ 0  I2-



De (2,9) on a 

(2,12)
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lim  Pk„(«> u ( f)  =  u (t) dans .if2’ (o , T  ; V) 

et de [5] on a

(2>T3) lim Pkw(o) uo — ^0 dans V.
n~>oo

De (2,11) (2,12) (2,13) on a alors

(2>r4) lim s/,,, (/) — u (t) dans H p.p. sur [o , T]
n ->  00

T

(2,ï S) lim sup I (Jp un ( t ) , un (t) — u (t)) d t <  o.
n -+  00 J 

0

De (2>5) (2,14) on peut supposer, sans perdre de généralité,

(2.16) lim un (t) =  u (O dans C (o , T  ; H) .
n ->  00

De (2,4) et (2,15) on a

(2.17) lim un (t) =■ u (t) dans ST“ (o , T  ; V) , /  (#) =  J u (t).
n 00

De (2,6) (2,10) (2,16) (2,17) on a alors que u (t)  est Tunique solution de (2,2). 
Le résu ltat est ainsi dém ontré.

L em m e 4. Soient vérifiées les hypothèses du Théorème l  sur  A  (t) , f  (f) 
et soit K (t) une fonction de [o , 1 ] dans les parties fermées convexes de V de 
retraction r  (t) avec r' (t) e g *  (o , T). Soit u ^ t )  une solution de f  inéqua tion

if
(2.18) I (v ' (t) +  A  (t) u (t) — f  (t) , v (t) — u  (/)} dt >  1 I v (V2) — u (tf) |2 ■—

h

—  èl z' fo)  — 2 [o <  A <  /2 <  T]  V t ' ( 0 e E

« (0  e r 1 (o , T  ; V) n  C (o I T ; H) , u {t) e K (t)

p.'p. sur [o , T] , u  (o) =  uoi

ou uoi 6 K (o)-, 2 =  1 ,2  et E  est l'ensemble des solutions des problèmes

(2.19) (fi -T-tjp un(t)) Sf-Uri( t ) — w (t) , v  —  un( t) )> o  p.p. sur [o , T]

V» 6 K  (t) , (t) 6 K  (t) p.p. sur [o , T] , (o) =  ü

avec w  (t) e 3 ™ (o , T  , V) , ü  e K  (o).
On a

Ì  I U 1 ( f )  2̂ 00 I ^  Ì  I U 01 U 02 I •
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Posons dans (2,19) w  (t) =  1 (ux (t) +  u2 (t)) et ü  =  \  (u01 +  u02) et indi­
quons par w^Çt) la solution correspondante de (2,19); on a

(2,2°) ( W 7j ( t )  +  C ] p W „ ( t )  , W „ ( t ) --- W  ( t ) )  <  O .

Posons v ( / ) = w 7i (f) dans (2,18); on a 
i

J  { ( « v ( 0  +  CJv wd ( 0  > wn ( 0  —  w 00) +  1 (A  ( 0  «1 ( 0  . ^  (t) —  «J (*)} - f
0

+  1 (A (#) «2 0  , Wy, (t) — «2 (*)) +  ( /  (*) , (/) — w (if)} d t >

>: K  ! (0  — «1 ( 0 12 +  I » ,  (0  — '«2 ( 0 12) —
l

— I l  «01 —  «02 |2 +  j  {tipW-n O') , (0  — w ( t ) ) à t .
0

De (2,20) on a alors facilement

t

(2.21) | | K « | f  d / < Q .
Ò

On sait, [2], que

(2.22) lim w y (t) =  w  (it) dans (o , T  ; H)
7)->0

donc de (2,21) on peut supposer

(2.23) lim* w.n (/) — w  (f) dans (o , T  ; V).
ri-> 0

De (2,22) (2,23) en passant à la limite pour yj -> o on a alors le résultat.

Remarque 1. P ar le Lem m e 4 on peut donner facilement un autre 
dém onstration de Punicité de la solution du problèm e de C auchy pour 
u n ’inéquation parabolique; ce résultat a été déjà dém ontré par d ’autres 
m oyens dans [2].

Lemme 5. Soient A  (f) , f  (t) , K (t) , E comme au Lemme 4, u0 6 K (o). 

Les problèm es: 
fi

j  {v ' (f) +  A  (f) u  00 — /  (0  . » (0  —  « (0} di' >  f I a (^j) —  u  (#2) |2 —
fi

—  i l  ^ (O  —  u (ßi)f o <  tx <  t2 <  T  (7) € E

« (/) e (o , T  ; V) n C (o , T  ; H) , u (t) e K (/)

p.p. sur [o , T] , u (o) — u0
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U
I (vf (t) +  A ( t ) u  if) — /  (/) , v (t) —  u  (/)) dt  >

h

> i \ v  (/2) •— u  (/2) |2 1 I V (tÌ) — u ( f )  |2, o <  tA <  2̂ <  T

V z / ( / ) e ^ ( o J  ;V)  , v f (t) € ^ 2 (o , T  ; H) , v ( t ) e K ( t )

p.p. sur [o , T ].

u 00 e (o , T  ; V ) n C ( o  , T  : H) , m (/) € K (/)

p.p. sur [o , T] , M (o) — u0

sont équivalentes.

Le résultat est une facile consequence du Lemme 4.
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