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Analisi matematica. — Swr la dépendance du convexe de la solution
du probléme de Cauchy pour un’inéquation parabolique avec convexe
dépendant du temps. Nota I di Marco BirorL1i @), presentata ) dal
Corrisp. L. AMERIO.

RIASSUNTO. — Si enuncia un teorema di dipendenza continua dal convesso per la solu-
zione del problema di Cauchy relativo ad una disequazione parabolica con convesso dipendente
dal tempo e si dimostrano alcuni risultati preliminari.

§ 1. INTRODUCTION ET ENONCES

U. Mosco a donné dans [4], [5] un résultat de dépendence continue
du convexe pour la solution des inéquations wvariationelles elliptiques et
I'Auteur a donné dans [1] un résultat de dépendance continue du convexe
pour la solution du probleme de Cauchy pour des inéquations paraboliques
avec convexe indépendent du temps; le but de ce travail est de donner un
résultat de dépendance continue du convexe pour la solution du probléeme
de Cauchy pour des inéquations paraboliques dans le cas ol les convexes
dépendent du temps.

Les méthodes de [1] ne peuvent plus étre utilisées dans ce cas et donc
on démontrera le résultat par des méthodes completement différentes.

Soit V un espace de Banach uniformément convexe de norme | ||,
V* son dual, (,) la dualité entre V et V¥, I [|* la norme duale sur V*.

Soit H un espace de Hilbert idéntifié avec son dual pour le produit
scalaire (,) et indiquons par | | la norme induite par (,) sur H.

Nous supposons que V C—HC—V" avec injection dense et continue.

Soit A(t):V~-> V* un opérateur borné, monotone, hemicontinu pour
presque tout # € [o, T] et avec

(1) (A@o,0)= ol p—2 o]
Vv €V, p.p. sur [0, T] (e >0,p>2)
(1,2) Ao mesurable sur [0, T] dans V¥ Vo€V,

Soient K, () des fonctions de [o,T] dans les parties fermées convexes
de V avec retraction 7, () et

(1,3) \

&o )

<g@® p.p. sur [o,T]

(*) Istituto di Matematica dell’Universita di Parma ed Istituto di Matematica del
Politecnico di Milano.
(**) Nella seduta dell’8 marzo 1975.
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ou g () €£%(0,T) (pour la définition de retraction cfr. [3]). Supposons que

(1,4) lim K, ) = K () p.p- sur [o,T]
(1,5) lim K, (0) = K (o)

au sens de U. Mosco (cfr. [4], [5]). Soit 2, €K, (0" et

(1,6) lim 2, = o, dans H
n—>00o

avec #, €EK (o)H.
Considérons les inéquations d’évolution

ta

aw [ OFAOUO—f 0, 00— ) dr=

t
o) —u@f —to @) —u@f, o<4<f(<T
Vo(H) €L (0, T; V), v () €L (0, T;H),v()€K,(# p.p.sur [0,T]
—u@)€EC O, T;H)NL?(0,T;V),u@®eK,(® p.p. sur [o,T],
% (0) == 2y,

. t
(1,7) f(v’ OF+AOu@O—f@),v@O—u(@)dt>
tl
2tv@) —u@B) —tlvt) —u@®P, o<t<H<T
Vo (5 €L (0, T;V),v () e (0, T;H),v () €K& p.p.sur [o,T]
u@)€CO, T;H)NnL (0, T;V),u(#)eK® p.p.sur [o,T],

% (0) = u,.
THEOREME 1. Le prob/e‘hze (L7), @ une unique solution wu, (f) et on a

lim 2, (¢) = « (¢)

n—>00

dans C(o,T;H) et dans la topologic faible de ¥ (0, T ; V) ow u(¢) est
lunique solution de (1,7).

Dans le § 2 nous démontrons certains résultats preliminaires, dans le §3
nous démontrons le Théoréme 1 et dans le §4 nous donnons un exemple
d’application.

Remarque 1. Par les mémes méthodes utilisées pour le Théoréme T
on peut démontrer un résultat analogue pour la solution faible du probléme
de Cauchy pour un’inéquation du type de Navier-Stokes.
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§ 2. RESULTATS PRELIMINAIRES

LEMME 1. Soit K (&) comme au Théoréme 1 et u(f) absolument continue
dans V; on a
!
G (), T () — Py () ds <

oJ
0

8

< 3112 (0) — Py 2 )| + fg () 1 () — Py 2 ()] s

(Pry = opérateur de projection sur K (£) dans V).
Nous observons que (2,1) est valable pour chaque convexe K, (#), donc
par passage 4 la limite on a facilement le résultat.

LEMME 2. Le probléme (1,7) a un'unique solution u (f).
La démonstration est la méme utilisée dans [2] pour le Théorem 4.
Soit J,:V -V TPapplication de dualité telle que [T, 2] = |lo|P"Y, K, (2,
K (#), 1y, , #, comme au Théorém 1 avec #,, € K, (0), u#, € K (0) et

lim™ 240, = 22, dans V.
n~>00

Soit enfin { £, ()} € #* (0, T ; H) telle que:
lim £, (&) =F (&) dans %% (o, T ;H).

n—>00
LEMME 3. Considérons les inéquations (n > o, ¢ > o)

(2’2n> (7} <%, (t) + C]p %Cf» + %(Z) —f;& (l) » U 74@)) = Ov p-p. sur [O :T]

Vo €K, (0,1 (0) = o, u(®) €K, (&) pp. [0,7T]
(2,2) M@ @O +clyul®+ull)—F@),v—u @®)=o p.p. sur [o,T]
VoeK @), u(0)=u, ; u(t)eK({) p.p. sur Jo,T].

Indiquons par u, (#) la solution de (2,2,) et par z () la solution de (2,2);
on a
lim 2, () = « (¢)
n—>o0
dans C(o,T;H) et £ (0,T; V).
Nous observons que d’apres [2] et le Lemme 1 on a que (2,2) et (2,2,)
ont une unique solution.
De [31 il vy a w,(®)€K, (5 pp.sur [0,T] avec w, (0) == #g,,
w, (£) € £P (0, T ; ; V) et

lwaOI<g@®  pp.sur [o,T].
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En posant v (¥) = w, (#) dans (2,2,) on a
T

23) e [l @PE=C 5 L@ <C.

De (2,3) on peut supposer, sans perdre de généralité,

(2,4) lim* 2, &) = u () dans %7 (o0, T; V).

n—>o0

De [2] on a aussi
T
(2,5) 0 | o, (D dt < C,.

0

De (2,3) (2,5) on peut supposer, sans perdre de généralité,

(2,6) lim™ 2, () = o' (£) dans #* (o, T ;H)
(2,7) lim* 2, #) = (/)  dans H
n—>00

uniformément sur [o, T].
De (2,4) on a, pour presque tout f € [o,T], ||z, ()| < C;, dont de (2,7)

2,8) lim™ 2, (2) = u (2) dans V p.p. sur [o,T].
) / / P

n—>00

De (2,8) on a

(2,9) u () € K (2) p-p. sur J[o,T].

De (2,4) on peut supposer, sans perdre de généralité,

(2,10) Hm™ J, 2, () = 5. (/) ~ dans £ (o, T;V".
n—00

De (2,2,) on a
7

a1 e j“ Uy s (8}, 10 (8) — 0 (B) It +
| e @) 00 () 1 () 42 3 |20 (B — 2 D <
I3

= J (1 Gt (2) + T 1y () + 2t () — fo (), Prcyy ¢ (8) — 2 (B)) dt -

0
i

+ [ (0 O—A @ nO— w0 ®) dt+ 110 ) — Prygu OF +

0

1 | von — uy [2 4§ |y — PK,.(o) ”0'2-
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De (2,9) on a

(2,12) lim Py ¢ % () = u () dans £?(o,T;V)

et de [5] on a

(2,13) lim Py, ) %o = u, dans V.

n~—>00

De (2,11) (2,12) (2,13) on a alors

(2,14) lim 2, () = 2« (2) dans H p.p. sur [o,T]
T
(2,15) lim sup f (Jo o, (&), 0, (Y — 2 (£)) dz < o.

0
De (2,5) (2,14) on peut supposer, sans perdre de généralité,

(2,16) lim 2, () = u (¢ dans C(o,T;H).

De (2,4) et (2,15) on a
(2,17) lim w, (£) = u (¢) dans #?(0,T;V)

7 -—>00

» L@ =] u@.

De (2,6) (2,10) (2,16) (2,17) on a alors que « () est 'unique solution de (2,2).
Le résultat est ainsi démontré.

LEMME 4. Soient vérifides les hypothises du Théoréme 1 sur A @, 1@
et soit K (¢) une fonction de [0, T) dans les parties fermées conveoxes de NV de
retraction 7 (¢) avec »' () € L7 (0,T). Soit u;(£) une solution de !inéguation

j

(2,18) ‘ (@ +ADOuU@—fE, @) —u®))de= v ) — u (1) —

&

—tlo@t)—u@) o4 <t6<T] V@ e€E
u@®) €L, T;V)NCo,T;H) , u@)eK(®
pp-sur [0, T] , % (0)=uy,

on uy; €K (0):, i =1,2 et E est lensemble des solutions des problimes
(2,19)  (nGun(®) +cJp uy () + oy ($) —w(t) , v —u,(H))=0 p.p. sur [0,T]
VoeK(©®) , u,()eK(® p.p. sur [o,T]

y ty (0) =

avec w (¢) € £¥ (0,T,V), 7€ K (o).
On a

o () —uy O <}y — ug|
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Posons dans (2,19) w (£) =} (uy (¢) + %2 (2)) et 2=} (ug -+ 1) et indi-
quons par w, (¢) la solution correspondante de (2,19); on a

(2’20> (ZU; @ + "Jp Wy, (t) ) Wy (O —w (’)) <o.

Posons v (¥) = w, (¢) dans (2,18); on a
H

f (e () + Ty e (), w0 (8) — 20 (D) + 1 (A D) 16(4) , 0 () — 1 (D) -+

FHA@Ow @), wy () —u (D)) + (/) ,w,) () —w (@)} dt =
=4 (Jwg &) — sy O 4 |y () — 002 D)) —

i
=3 gy — tun |? %*I(C_L,wn @), w, () —w (2))de.
0

De (2,20) on a alors facilement

T
(2,21) [, P dr <.
P
On sait, [2], que
(2,22) lim w, (£) = w () dans #*(o,T;H)
' n—>0

donc de (2,21) on peut supposer

(2,23) lim* e, () = w (¥) dans £7(o,T;V).
n—>0

Y

De (2,22) (2,23) en passant & la limite pour n —0 on a alors le résultat.

Remarque 1. Par le Lemme 4 on peut donner facilement un autre
démonstration de l'unicité de la solution du probléeme de Cauchy pour
un’inéquation parabolique; ce résultat a été déja démontré par d’autres
moyens dans [2].

LEMME 5. Soient A (%), f(©), K@), E comme au Lemme 4, u, € K (0).

Les probléemes:

2

f(v' O +AOuB —f 0,0 O —u@)dt =} o) — u @) —

t

—tlvt)—u@®)| o<H<H<T Vo@E€E
w@)eL? (0, T;V)nC(,T;H) , u@eK(®
p.p- sur [o,T] , #(0) =1,
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ta

[ (O +AOu®—F @, v O)—u®)dt =

t

=4 |vt) —u)f — o @) —u@)l, 0</H<H<T
Vo) €L (0, T;V) , v (eL o0, T;H) , v@eK(®
p.p.- sur [o,T].

u@®) €L (0, T;V)NCO,T:H) , «u()eK(®

p-p-sur [0, T] , 2(0)==14
sont equivalentes.

Le résultat est une tacile consequence du Lemme 4.
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