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Geometria differenziale. — 77e campi di vettori tangents indipen-
denti sugli spazi lenticolar: di dimensione 4n—+ 3. Nota di Minal
Dep1u, presentata ® dal Socio B. SEGRE.

RESUME. — Dans [5] G. Vranceanu a construit un champ de vecteurs régulier tangent
aux espaces lenticulaires quelconques. Dans [2] et [6] on a construit trois champs de
vecteurs réguliers tangents aux espaces lenticulaires de dimension trois. Dans cet travail nous
allons construire trois champs indépendants de vecteurs réguliers tangents & 1’espace lenti-
culaire de dimension 47 4 3, et démontrer quil n’y en a pas quatre.

E ben noto [1], che lo spazio lenticolare L¥*'[p; Doty Da] Sl pud
ottenere dalla sfera S¥*! C R**? (%o sy Xony1),

2n+1 . 2 2 .
s -x0+""+x2n+l—l;

identificando punti equivalenti rispetto al gruppo discreto ciclico finito [3]
generato della rotazione

r 2 ;.
2= g, &7,

(h=0, I ,'--,%);z;,=x2;, +ix2h+1y
dove p, po, -+, p» sSONo numeri interi, con p, p, primi fra loro.

Per lo spazio lenticolare L***[p 500y s Ponr1] s P2 =1 (mod p),
(=o0,1, +-,2% 4 1), ottenibile nel modo indicato dalla sfera

4nt3 | 2 2
(1) S 12y o Xgugs = 1,
vogliamo costruire tre campi di vettori tangenti. Per questa consideriamo

Pimmersione di questo spazio lenticolare nello spazio euclideo R**™V(7)
coll’aiuto delle formule [4]: ‘

» » Dok 2%+1 o541 2
Vorh=252h s V2ht+1=232%+1 » V24 2%+1=32,222+1 y U2h+1 22 = Z25441 8%
(2)
_ 221 2 iy _ 22541 2%+1 gy
Yon 2% = Z24 22k ’ ( =i= ) ’ V2h+1 26+1 = 825+1 822+ 1 ’ < —'*z ) s

dove k,k=0,1,---,2u+1 e p;;= p;#;,7, essendo interi definiti delle
formule

3 pgi—ripi=1,  (j=o0,1,-,2n+1)

(*) Nella seduta dell’8 febbraio 1975.
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Posto v =« +iwe 2 =P +:Q, le (2) si scrivono:
wgn + tway = Poy + Qo = (wus + 124s41)°
tons1 + w1 = Posy1 + 1Qeip1= (Fusre + 241y3)”
gn o1+ “Was 2641 = Ponor 1+ 7Qon op 41 = (Fan+ i%as41) (Faapo+ Z'ﬂ«feyé+3)lb2}l e
Pon+1,28

(4) wanir2et iwonon = Posr1 22+ Qi1 26 = (it %unrs) (et i%4p41)

g 22+ 1w 26 = Posoa+ 1Qas 2 = (a2 11) (p+ Z'5’¢f4/b+1)}’2/l 2 (k== 4)

#h1 26417t Wosni1 2041 = Poiy1 001+ 7Quip1 2241 = Fasnpo+ ix4sy3) -

+ (Xapgo+ Z'x4k+3)p%+1’2k+1, (%4

= &),

PROPOSIZIONE 1. Un campo di vettori tangenti allo spaszio lenticolare
4n \ .
L +3[p;_7§0,-~,p2,,+1] ype=1(mod p),(=o0,1 yory2n 1), ¢ determi-

nato dal vettore di componenti:

Agy= — X4h+1 zTPZ + x4 Siiifl i Bu= — X1a+1 % + x4 33:3?1
Azh+1 = X4/+3 gzz:; —— X452 sz:: ; Bopi= X4%43 22:::21 —— X442 6;3:::
A2lz,2k+1 = = X4h+1 QPZ;::H +=x ag;i’;ﬁrl +x4k+3‘9§zﬁ:1 ——X4z42 —‘—ag;izzl
B s S Pt Tt St
= P o T Bt Tt
5) B T, Kt B
Agpoe = — Xyj 41 —*-QI;Z':]? —X4rt1 31;2:4'? + x4 gijjff + x4z g:::f , (h==4)
Bosor = — 24141 _8%1_;::,}* ;'x4é+1 S%i::é —+ Xy SSSZ:T + x4z aagz:ff , (}l=f=,é)
Agiy1,941="24s43 %%—1- + Xzt %1— — X4ht2 —%%m —
— s gL (e
Bosi1,2641 =%us13 *QQZ;;;—;Z}L + Xapys —S%Tlﬁi —X4hto —%—L:_—z:i —_
_xMHﬁ(M , (k=)

Oxak43
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Infatti, effettuando i differenziali delle funzioni # e w e usufruendo di
un campo di vettori tangenti alla sfera S"*3, cioe

— Xgj41 d2 se 7= o (mod 4)
xg; d¢ se 7=1 (mod 4)

(6) dxj == {
X454-3 d¢ se j =2 (mod 4)

— Zynyo d2 se j=3 (mod 4),

si ottiene il vettore di componenti (5); e questo determina un campo di vettori
tangenti allo spazio lenticolare L"** [p; po,- - -, ponsi].

COROLLARIO 1.1.  Un secondo campo di vettori tangenti allo spazio lenti-
colare L2 [p; Dor 0y Pont1] ST oltiene usufruendo di un altro campo di vet-
tori tamgenti alla sfera S*'*®, cio

i

— Xg540 d se j=o(mod 4)
V— xuys dz se j=1(mod 4)
W A= .
’ Xy d se j=2(mod 4)
Kapy1 d2 se j= 3(mod 4).

COROLLARIO 1.2. Un terzo campo di wvettori tangenti allo spazio lentico-
lare LA"+3 s Dottty Dana1] SE oftieme utilizzando un terzo campo di vettor: tan-
017 +
genti alla sfera S, cio

— Zgpts At se j=o(mod 4)

@® dx, = Kanyo dt se j=1(mod 4)
, —Z4pp1dt se j= 2(mod 4)

%45 d2 se j=3(mod 4).

Basta infatti procedere in modo analogo a quello seguito nella dimostra-
zione della Proposizione r.

PROPOSIZIONE 2. 77 campo di wvettori tangenti allo spazio lenticolare
L35, Dos° " s Pans1) determinalo dal vettore di componenti (5) & regolare.

Dimostrazione. Utilizzeremo il fatto che per un punto qualunque P dello
spazio lenticolare L*+3 [£g° ) p2nt1] possiamo — usufruendo di una rotazione
in ogni piano di coordinate xg; , #2541 — supporre che tutte le coordinate con
indice dispari, di questo punto, siano nulle; dunque

(9) XL =X3= -+ = Xguq3 = O.
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II vettore (35) cosi si scrive nel punto P

Ay, = Aza+1 = A2h,2k+1 = A26+1,2k = A2I:,2é = A2h+1,2k+1 =0

Bu=pxli ;5 Busi=—pxle 5 Bugyr=xu x4k+2 Y1+ por 2err)
Boit1,0: = —Xizhﬂ % Xht2 (I + pour1,) ;3 Bua=2xu x4k (1 + Dan,2%)
Bont1,2641 = Y42 Xi%jél P posrrern)-

Se fosse By, = Bg;y1=o0,(k=0,1,---,%), tenendo anche conto delle (9)

si avrebbe una contraddizione colla (1); dunque (5) & regolare.

COROLLARIO 2.2. [/ secondo e il terzo campo di vettori tamngenti allo spazio

3
lenticolare T2 [p 5 po,- -, Dont1], determinati mer Corollari 1.1 ¢ 1.2, sono
regolari.

La dimostrazione ¢ simile a quella della Proposizione 2.

PROPOSIZIONE 3. [/ campi di vettori tangenti (5), 1.1 e 1.2 sono linearmente
indipendenti.

La dimostrazione si ottiene osservando che i determinanti del terz’ordine
formati con le componenti di questi tre campi, calcolati nel punto P, non
possono essere tutti nulli, perché altrimenti tutte le coordinate xo, %1, - -,
,* '+, Xyups sarebbero nulle; ma questo ¢ in contraddizione colla (1), dunque
i campi sono linearmente indipendenti.

PROPOSIZIONE 4. [ campi di vetiori tangenti (5), 1.1 ¢ 1.2 sono invarianti
rispetto al gruppo lenticolare dello spazio lemticolare 1*"** [£; 00,2, Poas1l].

Dimostrazione. Assunto p, =1,k =0,1,--+-,2n -+ 1, allora 'immer-
sione (2) si scrive:

p—1 _ -1

Yon 2% = B95 8% s U241 2%+1 = 225+41 ng+1
— p—1 . — 21

U2h+1 26 = 824+1 2% sy Y2k 2641 = 825 3241 -

I campi di vettori tangenti si scrivono, in questo caso, sotto la forma:

. . -1
Agi 2+ 1Boj 92 = ipay, 24
. o . -1
Azh+1 ot By =17 (p—2) 25 zu1
. . p—1
Agnorrr+ Bos e = — 7 (p — 2) 204 Zhp 11

. . . p—1
Aong1 241 1 iBosi1 srp1= — P22 1 2011
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' g 52
Agior + iBos s = — 25 [(p — 1) 20 2211 + 5 Zon41]
' it -2
s Agir1 2t + B e =25 (20201 — (P — 1) 2011 Z2p41]
' s $—2
Agi 241+ 7Bos 2211 = 22241 [(P — 1) 224 20 — 20411 22041]

’ T -2
- Agipt a1+ IBaiga orp1 = 2531 (205 21+ (P — 1) 2441 298]

1 — . p—2
\ Agy ox + iBos o = 1255 [20s 20541 + (P — 1) 22 224 41]

2 o . p—2
] Agpy1 o6+ 1Bos a1 =102 [205 206 + (P — 1) oy 20541]

rr . rr . ﬁ—-?
Ags oay1 + Bos ory1 = 225371 [22n11 Zoar1 + (P — 1) 205 204]

1 T $—2
Agii12e41 + tBair1oe 1= 2207 [20s 2041 + (P — 1) 205p1 224

L’invarianza si verifica ora facilmente, perché in ogni monomio la somma
degli esponenti & p.
Abbiamo dunque dimostrato il

TEOREMA 5. [ wettori (5), 1.1 ¢ 1.2 definiscono 3 campi linearmente
indipendenti di vettori langenti regolari allo spazio lenticolare di dimensione

4n+3, L[ po, -, pouis] , pr=1 (mod pilk=0,1,-,2n+1).

COROLLARIO 5.1. Lo spaszio lenticolare di dimensione 8 m - 3 ammelte
precisamente 3 campi linearmente independenti di wvettori tangenti regolari
e non di pin.

Dimostrazione. Lo spazio lenticolare di dimensione 8 - 3 si ottiene
dalla sfera S*”*% ma questa sfera — come risulta dal teorema di Adams — pos-
siede al massimo 3 campi di vettori tangenti. Poiché lo spazio lenticolare non
pud avere pill campi di vettori tangenti che la sfera di cui lo si ottiene, cosi
dal Teorsma 5 discende subito il corollario.
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