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Equazioni differenziali nel campo analitico. — Zrweiterungen
der Ersten Integrale analytischer Differentialgleichungen. Nota di
Ruporr KurtH, presentata ® dal Socio G. SANSONE.

RIASSUNTO. — L’Autore considera un’equazione differenziale ordinaria in un campo
complesso a pil dimensioni e supposto che di essa sia noto un integrale primo ne studia
la perturbazione corrispondente ad una perturbazione nota della stessa equazione. Sotto
opportune ipotesi sono date condizioni sufficienti che assicurano la convergenza di alcune
serie connesse al problema.

§ 1. FORMULIERUNG DES PROBLEMS

I.I. In einem Gebiet des (2 + 2)-dimensionalen komplexen Zahlen-
raumes C"*? seien # holomorphe Funktionen fi(x,#|N), fa(x,2|%),---

o Ju(x, 2| N) der n- 2 komplexen Veridnderlichen x1,xs, - - -, x,, ¢ , A gege-
ben (den Vektor (x1,---,,) haben wir hierbei mit x bezeichnet), und es
werde die einparametrige Schar von Differentialgleichungen

d
@ S CIAL
mit

f=<f1 »""fn) (Def')

in diesem Gebiete betrachtet. Fiir einen zulissigen Wert des Scharparameters A,
etwa fiir A = o, sei ein holomorphes Erstes Integral ®® (x,7) der entspre-
chenden Differentialgleichung

d
) 5 =/ (x,2]0)
bekannt, d.h. eine nicht-konstante holomorphe Funktion, welche auf jeder

Losungskurve der Gleichung () konstant ist: Ist

¢¥(x, 7, die Lésung der Gleichung (), welche der Anfangsbe-
dingung
oV (x,E, ) =2 fir alle zulissigen (%, 7)
gentigt, so ist
V(% (x, 7,8, =0, §)
fiir alle zulissigen %, 7 und # Die allgemeine Losung o 7(92, £, #) der
Differentialgleichung (4) sei ebenfalls als gegeben vorausgesetzt.

(*) Nella seduta dell’8 febbraio 1975.
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In der theoretischen Mechanik tritt nun die folgende Aufgabe auf: dieses
- gegebene Erste Integral ®? (x, ) der Gleichung () zu einem holomorphen
Ersten Integral der Gleichung (2) mit beliebigem A zu « erweitern »; d.h.,
ein Erstes Integral der Gleichung (2) zu finden, welches fiir A = o mit ®©
iibereinstimmt.

In einer fritheren Arbeit [2] wurde eine formale Lésung mittels formaler
Potenzreihen angegeben. Hier nun sollen hinreichende Bedingungen fiir die
Konvergenz jener Reihen entwickelt werden.

I.2. Man gewinnt eine Ubersicht iiber all nur méglichen solchen Erwei-
terungen, wenn man das Problem in der folgenden Weise verallgemeinert:

In dem zugrunde gelegten Gebiet des C"*? werde eine holomorphe Funk-
tion ® (x,7|27) betrachtet, welche fiir A = 0 in ein gegebenes Erstes Inte-
gral der Gleichung §1.1 (4) Ubergeht. Es sind alle hclomorphen Ersten
Integrale ¥ (x,7|X) der Gleichung § 1.1 (2) zu ermitteln, welche fiir # = o
mit @ (x, 0| 2) tibereinstimmen. Diese Integrale haben also die zwei Bedin-
gungen

Y(x,t]0)=®(x, t]0)
und

Y(@x,0lN)=®(x,0]|n

zu erfiillen.

Wie werden zeigen: Fiir jede Funktion ® (x,#|2) gibt es — unter gewis-
sen Voraussetzungen — genau ein solches Erstes Integral. Damit erhilt man
eine Ubersicht iiber alle Losungen des in § 1 formulierten Problems: Jeder
holomorphen Funktion @ (x,#|X\) mit

®(x,2]0) = OV (x,2

entspricht (unter den noch zu prizisierenden Voraussetzunge) genau eine
Erweiterung des Ersten Integrals ®©.

§ 2. PRAZISIERUNG DER VORAUSSETZUNGEN

Zunichst sind die Voraussetzungen genauer zu fassen:

Es sei x = (x1,++-,x,) ein beliebiger Punkt des C”, und p irgendeine
positive realle Zahl. Als die p-Umgebung US°(x) des Punktes x in C” bezeich-
nen wir den z—dimensionalen Wiirfel in C* mit Mittelpunkt x und achsen-
parallelen Kanten der Linge 2 p. Es ist also

UP (@) = U )X U @)X - X U () (Def),
wobei fir 2=1,2,---,n,

U (1) ={yeC'| |y — x| <p} (Def.) .
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Die p-Umgebung %’ (X) (in C”) einer nicht-leeren Teilmenge X von C”
ist definiert als die Vereinigungsmenge der p~Umgebungen in C* aller Punkte
der Menge X:

AP (X) = U{UP (x) |xe X} (Def.) .

Von der rechten Seite f(x,#|%) der Differentialgleichung § 1.1 (2) set-
zen wir nun voraus: Es seien X ein gegebenes Gebiet des Raumes C” p
und o feste positive reelle Zahlen, % ein in der 6~Umgebung %Y (o) des
Nullpunktes variabler komplexer Parameter, und die Komponenten
Six, 210, fa(x, 2N, -, fu(x,2|X) des Vektores f (x,#|2) sein komplex-
wertge Funktionen von x,# und A, welche in dem Gebiete

{(x,2,N)eCP? | xewlX), te¥P©), re 2P ()}
definiert, holomorph und dem Betrage nach durch 1 beschrinkt sind.

Ubrigen gelten die folgenden Erérterungen in analoger Weise, wenn A
nicht ein skalarer, sondern ein vektorieller Parameter ist.

§ 3. HILFSSATZE

Unter den eben gemachten Voraussetzuhgen gelten die folgenden
Hilfssdtze:

3.1. Fiir alle

2 eUPX) , £eUP@©) , 2e€UP) und |z—#| hinreichen klein

gibt es eine eindeutig bestimmte ILdésung ¢ (¥, 7,#|2) der Differentialglei-
chung

d
(@) o =fx, ),
welche der Anfangsbedingung

geniigt. Dabei ist jede Komponente r,o i, des Losungsvektors ¢ eine holomorphe
Funktion der Komponenten #1,- -, %, des Vektors #, sowie von #, # und .

3.2. KEs.sei y eine kompakte Teilmenge der abgeschlossenen Hiille von X
in C”, o’ und ¢’ seien beliebige positive reelle Zahlen < p bzw. < 5, und F
sei die kompakte Teilmenge

(G4, mec®|Zey, 1H<Le, 111< e, M=)

des C"**. Dann ist P, (x,7,2|%) in F erklirt und holomorph und lésst sich
daselbst in eine Potenzreihe nach A entwickeln, welche fiir alle (92, £, ¢, MNeF
absolut und gleichmissig konvergiert.
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3.3. Jede der Funktionen ¢, (x,#,0|N) ist ein fir x €U (X),
2 €UP (0), | #| hinreichend klein erklirtes holomorphes Erstes Integral der
Differentialgleichung § 3.1 (@), und diese # Ersten Intgrale sind unabhingig.
Jedes Erste Integral der Gleichung § 3.1 (a) ist eine Funktion dieser # beson-
deren Ersten Integrale ([1]).

3.4. Die Ersten Integrale ¢,(x,7,02) sind auf der kompakten Teil-
menge

Foﬁ_—f{(x,t,l)GC"” reY, it|g§p’, IMSG’}

das C"*? erklirt und holomorph und lassen sich daselbst in Potenzreihen

nach X entwickeln, welche fiir alle (x,7,%) € Fo absolut und gleichmissig
konvergieren.

§ 4. ZEITABHANGIGE ERSTE INTEGRALE

In Anbetracht der Anwendungen der Theorie in der theoretischen
Mechanik werde die (komplexe) Variable 7 als «Zeit» bezeichnet. «Zeitab-
hingig» werden also solche Ersten Integrale genannt, welche Funktionen
der Variablen # sind.

Die Hilfssdtze des §3 ergeben nun ohne weiteres die in § 2 angekiin-
digte Losung der Aufgabe von § 1:

4. Es sei O (x,¢|N) eine fiir
x€UP(X) , 171e€UP () , 1eUY (o)

erkldrte holomorphe Funktion derart, dass ® (x ,t|0) ein Erstes Integral der
Differentialgleichung

® B —fx.t]0)
ist. Dann gibt es genau ein fiiv

reUPX) , 2eU®() , |#| hinreichend klein
erklirtes holomorphes Erstes Integral Y (x ,t|\) der Differentialgleichung
(@) L —f@ e
derart, dass

VY(@x,2|0)=®(x,¢]|0)

und

¥ (x,0|0)=®(x,0|N.
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Es ist gegeben durch
() Yx,2|)=@(@@x,2,0|N),0|N).

Hierbei bedeutet o (x, 7,7|2) wieder die allgemeine Losung der Gleich-
ung (2) mit der Anfangsbedingung o (¥, 7, 7| ) = .

Denn die fiir ¥ explizit angegebene Funktion ist offensichtlich ein Erstes
Integral der Gleichung (a), welches die Bedingung fiir ¥ (x, 0 |2) erfiillt.
Es gibt nur ein solches Erstes Integral. Dass es auch die Bedingung fiir
W (x,¢]|0) erfiilt, sieht man so: Zunichst einmal ist

¥ (x,t]0)=®(p(x,7,0]0),0]0).

Die rechte Seite ist ein Erstes Integral der Gleichung (&), welches fiir z = o
den Wert ® (x, 0| o0) annimmt. Denselben Wert nimmt aber fiir # = o auch
das Erste Integral ® (x,7|0) an. Nun ist ein Erstes Integral durch den
« Anfangswert » fiir # = o eindeutig bestimmt. Also ist

P(p(x,2,0l0),0]0)=D(x,¢]0),

und daher ist auch
Yx,t|0)=®(x,¢]0),
wie behauptet.

4.2. Des weiteren ergibt sich aus § 3:

Das Er;vte Integral ¥ (x , ¢ | \) ldsst sich in eine Potensreihe nack \ ent-
wickeln, welche fiir alle (x,t,\) € Fo absolut und gleichmdssig konvergiert.
Dabei bedeutet Fo die in § 3 eingefiihrte Teilmenge des C"*2.

4.3. In der Formel §4 I (c) fiir das Erste Integral ¥ (x, # | \) erscheint
die allgemeine Losung ¢ (x, 7,7 | %) der Differentialgleichung § 4.1 (@). In
der in § 1 gestellten Aufgabe war aber nur die explizite Kenntnis der allge-
meinen Lésung ¢ (¥, 7, 7| 0) der Differentialgleichung § 4.1 (6) vorausgesetzt
worden. Es liegt nahe, nun in der folgenden Weise vorzugehen:

Man bestimmt die allgemeine Losung ¢ (¥, #,|\) der Differentialglei-
chung § 4.1 () als eine Potenzreihe in A,

o @@, 21N =2\ e (%, 7,2,

und setzt die aus ihr gewonnene Potenzreihe fiir ¢ (x,#, 0 | 7\) in ®(x,0|N
ein fir x. Fir « >1 geniigen die Vektor-Funktionen ¢® einer linearen
Differentialgleichung von folgender Gestalt: Die entsprechenden homogenen
Gleichungen sind simtlich mit der Jacobischen Variationsgleichung der
Gleichung § 4.1 (a) identisch, welche zur Losung ¢ der Gleichung § 4.1 (6
gehort, und 'das inhomogene Glied ist durch ¢©, ¢®, ... e®™V eindeutig

bestimmt. Die Anfangsbedingungen all dieser Gleichungen (mit o > 1) lauten:

o9 (x, 7, 5 =0,
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Ausser 9 muss also auch die allgemeine Ldsung der Variationsgleichung
explizit bekannt sein. Die Funktionen ¢® kénnen dann durch Quadraturen
ermittelt werden.

4.4. Die rechnerische Durchfiihrung des angedeuteten Verfahrens ist
uniibersichtlich. Einfacher ist der folgende, in [2] dargelegte Weg:

Das in § 4.1 angegebene Erste Integral ¥ (x, # | 2) der Gleichung § 4.1 (a)
besitzt die konvergente Potenzreihen Entwicklung

Vx,2|N)= 2NV,
a=0

und geniigt der Liouvilleschen Gleichung

o < v
w25 =0

Einsetzen der Reihe in diese Gleichung und Koeffizienten-Vergleich ergibt
fir @ =1,2,--- die Rekursionsformel

Y N o LS SR
a o —
I R T ]
k=1 : =0 =1

dabei ist gesetzt

Y@
v — 2T
Def. %z

und'
VACHINE 2)7\“]’;“’(9:,;).

Die unabhingigen Variablen in der Rekursionsformel sind x und #. Indem
wir x durch cp(o) (;\c;, 0, %) ersetzen, erhalten wir

y a—1 =
Qo [ r— o °
5 P (<P(0) (%,0,8),t) = __BZO kzlfé 8) <<P(0) (%,0,%) ’t).lIf/(éB) (cp(O) (#%,0,8), ),

und hieraus
¥ (¢ (%,0,2),8) = ¥ (%, 0) —

a—1 = oy
—Q Z{f P00, 0,7 ,7) ¥PV@E 0,7, 1) dr.
=0 4= 0

Nun ist
Z;,x"l}f(“) (#,0) =Y (x,0|N
=®#, 0N

= i 0 (x,0),

o=
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also
¥® (%, 0) = 0% (2, 0)

und
YO, 0,8, = 0¥ (F,0) —

-§2Uﬂ“%&@omaﬁwwwwxor)@ﬁ.
==0

Indem wir hierin # durch ¢© (x,¢,0) ersetzen, also zu den unabhingigen
Variablen x und ¢ zuriickkehren, erhalten wir

Y@ (x,8) = 0@ 6O (x,7,0),0)—

ff(“ ® (cp(o) (x £,7),T)" P (CP(O) (x ¢£,%),7)ds

Ok_

fur @ = 1,2,--- Das Anfangsglied ¥ ergibt sich aus
YO (x, ) =D (x,2]0).

Wir fassen zusammen:
Das ist' in § 4.1 angegebene Erste Integral ¥ (x,t|\) der Differential-

gleichung

* x e UP (X),

@ T=FE, 1y, 2eUP (o),
' | £] hinreichend klein ,

besitzt etne sz‘enzrez'/zen—Enth’célung nack X,
Wix,t|n)= "% (,?,
a=0

welche fiir x € UL (X), | M| <o und |t| hinreichend klein konvergiert. Die
Konvergenz ist absolut und gleichmdssig fiir (x , ¢, \) € Fo, wobei Fo die in § 3.4
eigenfiihrte kompakte Teilmenge des C'? ist. Die Koeffizienten W sind rekursiv

gegeben durch
“P‘(‘O)(x &) =@ (x,2]0),
YO, 1) = 0 (@ (2, 0) —
( ~EL.WWW@¢@@WWW@¢MMM

fir o=1,2,
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Dabes bedeutet ¢ (%, 7, 1) die allgemeine Liosung der Differentialgleichung (b),
dx/dz = f (x| 0), welche der Anfangsbedingung o (x £, %) = x geniigt,

YO, )= ¥ (x,0)  (Def),
oxp
und ® (x 1) ist erklirt durch

d)(x,t]k)zih“d)‘“’(x,t).
=0

§ 5. ZEITUNABHANGIGE ERSTE INTEGRALE ZEITUNABHANGIGER GLEICHUNGEN

5.1. In den Anwendungen ist man insbesondere an zeitunabhingigen
Ersten Integralen zeitunabhingiger Gleichungen

) i

interessiert. Wir nehmen also an, eine zeitunabhingige Funktion @ (x| ) sei
gegeben derart, dass @ (x|o0) ein Erstes Integral der Differentialgleichung

© T =flo)

X

ist. Thre allgemeine Loésung ¢ (,7|0) mit ¢ (¥,0|0) = # ist als bekannt
vorausgesetzt. Die Aufgabe ist, wenn moglich, ein Erstes Integral ¥ (x |2)
der Gleichung (&) so zu bestimmen, dass

Yxjo)=0(x|o).
§5.2. Hierfur setzen wir

% ={x,};, x=(%,x,),

le?:fk/f’ E=1, - n—1, ]?2{]2:;}’
Jin= Zx 70w

und ersetzen die Annahmen des §2 beziglich der Funktionen fi,---,/,
durch die folgende Voraussetzung: Die Funktionen fi,---,f,_;, 1/f, seien
far

FeUSr Xy , xeU%0 , 2eU%(0

definiert, holomorph und durch 1 beschrinkt. Dabei ist X ein Gebiet des
Raumes C*'.
Dann ist die Gleichung § 5.1 (&) mit dem Gleichungssystem

() T=FE I,
(&) o ‘

dxn = fn("?:xnl)Q
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dquivalent. Da wir uns hier nur fiir die zeitunabhingigen Ersten Integrale
der Gleichung § 5.1 (<) interessieren, so geniigt es, die Gleichung (21) allein
zu betrachten. Jedes ihrer Ersten Integrale ist ein zeitunabhingiges Integral
der Gleichung § 5.1 (&), und umgekehrt. Es sei nun

P (F, 21N = {0, (&, 2N},
die allgememe Loésung der Gleichung § 5.1 (#) mit der Anfangsbedingung

@ (*¥,0|AN) =%, und x(x %, |A) sei die wegen (d2) eindeutig bestimmte
Losung der Glelchung

Ty =, (X,0,¢|N)
nach # Dann lautet die allgemeine Lésung der Gleichung (1)

é(ﬂa»xnll); {0, @ 0,7, 2 |0 |V

5.3. Unter diesen Voraussetzungen ergibt sich nun nach §4.1:

Es sei ® (X |2) eine auf UL @)X ULOYXUL (0) erklirte holomorphe
Funktion derart, dass ®(x|0) ein Erstes Integral der Differentialgleichung

d
@ & s@o)
ist. Dann gibt es gemau ein fiir
eUS X)), xeU0P0) , reu® (©) , |#,— %,| hinreichend klein
erklirtes holomorphes Erstes Integral ¥ (x | ) der Differentialgleichung
d
(@) L
derart, dass
Y(x|o)=®(x]|o0)
und
Y@&E,ol)=0@F,0|n).
Es ist gegeben durch
5.4. Essei nun ¥ 1rgende1ne kompakte Teilmenge der abgeschlossenen

Hiille von X in C*™% o' und o' seien wieder beliebige positive Zahlen < p
bzw. < o, und Fo sei die Menge aller (%, x,, ), fiir welche

fe¥Y [x,,|g—2—p’ und |A] <.

Dann gibt nach § 4.2: Das Erste Integral ¥ (x | \) lisst sich in eine Potenz-
rethe nach \ entwickeln, welche fiir alle (% , %, , \) € Fo absolut und gleichmassig
konvergiert.
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Und schliesslich folgt aus § 4.4: Die Koeffizienten W™ der Potenzreihen—
Entwicklung

Vx| n) = 2P (x)
=0
sind rekursiv gegeben durvch

‘WW@=®@M,
LV <x> — ™ ((?(0) *, —x), 0) —

¢

¢
«—1 » )
’ _; 2 /ﬂ““e)@w)@ﬂ—xn) )@V, —x), 7 dr.
0

=0 A=1
Dabei ist gesetzt:
0@ =80 , ¥ =-—¥%)  (Def)
CAe

und

mﬂm=§VWWy
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