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Analisi matematica. — Opdrateurs pseudo-différentiels partielle-
ment forts pseudo-locaux et partiellement forts hypoelliptigues. Nota
di ToapER Jucan, presentata @ dal Socio B. SEGRE.

R1ASSUNTO. — In questa Nota si studia il problema della pseudo-localita e della ipo—
ellitticita parziale forte relativo ad operatori pseudo-differenziali. Sono ottenute condizioni
sufficienti affinché un tale operatore sia pseudo-locale, parziale forte oppure ipo-ellittico
parziale forte.

Dans cette Note nous nous occupons du probléme de la pseudo-localité
partielle forte et de 'hyppoellipticité partielle forte des opérateurs pseudo—
différentiels. Le probleme de I'hypoellipticité partielle forte (presque hypoel-
lipticité) a été considéré par R. J. Elliott [2], pour des opérateurs différentiels
a coefficients constants. Ces derniers temps, MM. V. Iftimie et Y. Derme-
njian [5] ont obtenu des résultats dans le méme domaine, mais avec I’hypo-
thése que l'opérateur psudo-différentiel est & support propre, hypothése qui
ne nous est pas utile.

PRELIMINAIRES
Soient Q un ouvert de R",x€R", x = (x1,x2, --,%,) et notons
x' = (x1,%2,x3, " -,xy;,x,” = (K41, ", %) et x = (x', 2").

DEFINITION. Une distribution # € 2’ (Q) est appelée fortement régu-
liere par rapport & x' si, pour chaque ensemble relativement compact K C Q,
il existe un entier £ tel que, pour chaque multi-indice p = (p1, g2, - -, P,
DZ 2 est d’ordre < % en K.

L. Schwartz en [4] donne pour les distributions fortement réguliéres
par rapport a x' les caractérisations exprimées par:

LEMME 1. Condition nécessaire et suffisante pour gu’une distribution u soit
Jortement régulidve par rapport a x' est que pour chaque ¢ € D (Q) il existe
des fonctions g, (x', x'") telles que

Pz =| ]§<:kD£” &y (x” x”> ’
ql<

o g, (x',x'"") sont des fonctions & support compact, arbitrairement diffé-

rentiables par rapport a x' de sorte que chagque dérivée par rapport &
x' soit fonction continue de x' et x''.

(*) Nella seduta dell’8 febbraio 1975.
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LEMME 2. Une distribution ue & (Q) est fortement réguliére en x' si et
seulement s'il y a t€ R de sorte que we€ H>' pour tous s € R.

Considérons des opérateurs pseudo—différentiels définis par:

”~

Au@) = em [P, Da@d,

a(x,E) étant le symbole de ces opérateurs.
Supposons que ce symbole @ (x,£) satisfait aux conditions suivantes:

1) a(x,£) eC®(QxR",

2) |DEDEa(x,8)| <Cupala(r,E)|( + & M0 oy
o<d<p<ret|{|=A,,

3) Pour chaque compact KCQ il y a les constantes non—négatives
m (K),Ci(K) et C2(K) > o de sorte qu'on ait

CEY(O+IEN)™< alr, 8| <Ci(R) (1 + | &)™,

DEFINITION. On dit que l'opérateur pseudo—différentiel A a les ordres
71,72 relativement & x” et x” respectivement si I'inégalite:

” A% ”51,-"2S Cé‘l,-\‘z ” u |I51+71,:2+72
est satisfaite.

DEFINITION. On dit que Popérateur pseudo—différentiel A est partiel-
lement fortement pseudo-local, si le fait que « € 2 (Q) est fortement régu-

liere relativement & x' en » CC Q entraine que A est fortement réguliere
relativement 4 x' en o.

LA PSEUDO-LOCALITE PARTIELLEMENT FORTE
DES OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS

LEMME 1.1. S7 le symbole a(x,E) satisfait aux conditions 1), 2) et 3),
alors, quelles que soient les fonctions u,veCy (Q) & supports disjoints a
distance d > 0 l'une de lautre et quel que soit s € R pour t€R, t fixé, on a:

(r.1) |(Au,v) | <Cllu Moot 12 s —egmpmpr -

Démonstration. La démonstration de ce Lemme est analogue 3 la
démonstration du Lemme 3.2 d’Egorov [1]. Pour cette raison nous la don-
nons seulement en abrégé. ' \

On considére la fonction J (v) € Cy(| x| <d) et J (x) =1, pour | x | < dJ2;
d’apres [1], elle a les propriétés suivantes: ‘

(1.2) [[Jie—naa—t.9a@ 3¢ mazana-=o,

(r.3) r | ] @—mdr =1

o

9. — RENDICONTI 1975, Vol. LVIII, fasc. 2.



110 Lincei — Rend. Sc. fis. mat. e nat. — Vol. LVIII - febbraio 1975

et
1) e [fE—DGE—8d=D" T =0 pour |alzo.

En utilisant ces propriétés on obtient:

e,y = [Bitd i Dan =™ [[a—E, 97 @ () dzdn =
=(n)™" J(E—x r—ENDES (— T—
—em[[[Te—»| Ze—t ptam—z,5+06—5)

@ (&) v (n) dEdydr .

Compte tenu des conditions 1)-3) satisfaites par le symbole a (x, £), on
obtient I'évaluation

(At )1 < Clltl 10 lmrimimsa [ [ [17 @) P s g Vs

(I _I_ I 7 _E D—21+2|s|+|2m+n+l—l|+n+1 (I _I__ | a; D—-ZPN+218 —4s54+2n+2

CHIEDTTTCHIE DT @+ [ DT e+ | )T dE dn dr,

et d’ici on obtient l'inégalité (1.1) si on choisit

Z>[2s+|2m+n—;1ft]+n+l]_§_l ot N>[218—4s2:—2n+2]+1'

En complétant l'espace Cg () par rapport & la norme de H'V'*?, on
obtient I’évaluation (1.1) pour les distributions de HV>*2.

THEOREME 1.1. S u€ & (Q) et a(x, ) satisfait aux conditions 1)-3),
alors Au est une distribution partiellement fortement véguliére & ['extérieur du
support de u.

Démonstration. Soit xo € »w, ou & CC supp #. Choisissons w1 Cw tel
que o €w1 Co et §(x) €Cy(w1) avec ¢ (x) =1 sur w2, ol xo € w2 CC o1
Puisque z€ & (Q) il résulte qu'il existe s, de sorte que x€ H*’. En appli-
quant l'inégalité (1.1) on a pour tous les » < s.

A%, ) = (An, yo) | <Cllall,: 19 b —rimisr1r <CLl O b, —sgmpnin,

d’ot il résulte que Az € H™"*"™*! et par conséquent JAxe€H”'VpeR
et € R, i fixé.

)Puisque ¢ (%) = 1 sur ws, il résulte que Awu est partiellement fortement
réguliére en wa. Comme  est arbitrarire et ® CC supp # il résulte que Ax
est partiellement fortement réguliere & Pextérieur du support de z.
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THEOREME 1.2. S7 a(x,%) satisfait awx conditions 1)-3), ue &’ (Q)
et w est partiellement fortement réguliére en w CQ, alors Au est partiellement
Sortement régulicve en o.

Démonstration. Soit § (x) € Cg’(w) et ¢ () = 1 en w1 avec w1 CC w. Du
fait que # est partiellement fortement réguliére en o, il résulte que Yu est
partiellement fortement réguliere en «, d’ou il résulte que ¢z € H*’ quel
que soit s€ R et 7€ R, # fixé.

Posons Azu = A (1 —{) % + Adz. Puisque (1 —d¢)z=o0 en w1, il
résulte que A (1 — {) % est partiellement fortement réguliére en ;.

I1 reste & démontrer que Az est partiellement fortement réguliere en .

A ce but considerons ¢ €Cy(w) et @(x¥) =1 pour x€ e, alors on a
PA Ju e & (o) et:

loA g B = [ 418 B+ 127D | AT () 1 dE =

= [ariemrarie ® [faE—n,nTuma e,
En évaluant &z (£ —m, "), on obtient: '
oA G 1 < C UG lpminisotimnt, 08 I=[1p 14| E]+mt1] 41
et en choisissant f =#¢—m — »z — 1 il résulte:
I ch Yo |55 < C quel que soit peR et f€R,{ fixé;

- il suit que QA $z € H? quel que soit p€R et £ € R, f fixé.
Puisque ¢ (x) = 1 pour x € w1, il résulte que Adx est partiellement forte-
ment réguliére en w;.

L’HYPOELLIPTICITE PARTIELLEMENT FORTE
DES OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS

Soit ¢ (§) une fonction avec ¢ () =1 pour [E| >R +1,¢E) =o
pour [E] <R,$(E)eC®(R") et 0o <Y () <1, et supposons que le sym-
bole @ (x, &) ne s’annule pas pour |£| > R.

A Taide de la fonction ¢ () et v (x) € C§° (Q) construisons les fonctions:

q0(x,8a(x, =14,

g1 (x,8)a(x,E) =—laélD%‘qo(x,i)Di‘(Y(x)d(x,ﬁ))»

.....................................................

Ny
gi+1(x,8)a(x,¥) =—lngqu(x,i)Di(Y<x)a(x,E) ou j>o
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LEMME 2.1. Les fonctions q; (x,8) définies ci—dessus satisfont aux éva-
luations suivantes:

(2.1) | DEDEg; (x,8) | < Cupya,y (1 + | & )PP 4 (2 8 |
(22)  |DEDEg; (v, 8) | < Cap,a,, (1 -+ | B )TPIFDTEID (g gy,
(23)  IDEDEg; (2, E) | < Capye,, (14 | & )PP (0 -1 )™

Démonstration. La démonstration de ce Lemme suit la méme voie que
la démonstration du théoréme analogue de [3] et c’est pourquoi on I'omet.

LEMME 2.2. Soient A et Q des opérateurs pseudo-différentiels ayant
respectivement les symboles a (x ,t) et g (x,8). Supposons que a (x , &) satisfait
aux conditions 1)-3), q (x,%t) satisfait aux évaluations du Lemme 2.I et soit
v (x) €Cy°(Q); alors lopérateur psuedo—différentiel u —QyAu a le symbole

N I
(2.4) ‘g;‘.OTID%m,z>D2‘<~r<x>a<x,&>>+tN<x,a>,

et Dordre partiel velativement a x' de [lopérateur Ty, dont le symbole est
tx (%, &) tend vers — oo quand N — + oo (lordre partiel de Ty relatsf a x''
est comstant). '

Démonstration. Le fait que l'opérateur QyA a le symbole donné par
la formule (2.4) se vérifie immédiatement (voir [1]).

En tenant compte de la définition des opérateurs pseudo—différentiels,
on a:

Qrau@ =G [[[ g ntor e R dy az ay.
Dans (2.4), ¢ty (x, &) est donné par

(2.5) @, ) = f in (e, &, ) 7 (B, m) ™ dE,

0y

ou
in(r,E,m) =2 Dig(x,n+0E et r@x,H=vy®alx,n.

[ =N+1

Il faut montrer maintenant que l'ordre partiel relatif & ' de I'opérateur
Tyu(x) = (2 “)_"ﬂ Bx (e, &, m) 7 E,m) e i () dEdy
J

tend vers — oo quand N — 4 oco. Pour ce faire évaluons le symbole de cet
opérateur:

<C (I + l ,n/ D—P(N+1)+81+2m

“ B (x, &, ) 7 (E,m) OFM dE

o

(I + l ,nu D2m "(I + l g I)N+1—l+m+P(N+1) da .

o
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Afin que l'intégrale existe, il faut choisir / de maniére que
(2.5) N4+DE+1D)—"l4+m<—mn.

Enfin il faut démontrer encore que, quel que soit s € R, on peut choisir N
suffisamment grand tel qu'on ait:

(2.6) — N+ D)+ +fom<s.

De (2.5) et (2.6) on déduit que (N +1)(8p +3—p) + (2 + ) m +
+ #8 <s. Afin que cette relation soit possible il faut que 8¢ + 3 — p < 0,
d’ou il résulte & << p/(1 + o).

De cette manieére on peut déterminer N et / suffisamment grands de
sorte que les relations (2.5) et (2.6) soient satisfaites.

On observe que l'ordre de Ty en x'' est constant quel que soit s € R.

DEFINITION. Un opérateur linéaire A : 2’ (Q) — 2’ (Q) est appelé par-
tiellement fortement hypoelliptique relatif & ' sur Q si pour tout = € @' (Q2)
et tout ouvert o CC €, le fait que Awn est partiellement fortement régulier
relatif & x' implique que # est partiellement fortement régulier en x’.

THEOREME 2.1. L'opérateur pseudo-différentiel A & symbole a(x,E)

qui satisfait aux conditions I)-3) est partiellement fortement hypoelliptique
relativement & x'.

Démomz%mtz’on. Soit @ CCQ et e 2P (Q). Considérons la fonction
y(x)eCr(Q) avec y(x) =1 pour x€w; il résulte que la distribution
(yu) € ¢’ (Q). A l'aide des fonctions vy (x), ¢ (£) et du symbole a (x,£) con-
struirons les fonctions suivantes:

a(x,8)q(x,8=149®

No

a(x,E)q (x,8) = — ;%Dz‘%(x,@Di‘(Y(x)a(x,@)
(2.7) o=t

a<x,'a>qf+1<x,z>=—la§1%ng,<x,z>D$<Y<x>a<x,a>> pou j=o

ot N; sont des entiers positifs qui seront choisis plus loin.
Les égalités (2.7) peuvent étre écrites sous la forme:

a(x,8qx,8=9E

No I’ -
a(x,8)q1(x,E) 4+ 5T DEgy (¢, E)Di(y (M a(x,8) =o
(2.8) ‘ lo]=0

Nj .
a<x,a>qj+1'<x,a)%—[Ztzqxx,a)DZ(w@a(x,a» pour j>o.

al=1
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En faisant la somme de ces égalités on obtient:

29) a@ DY@ [pE. O+ -+ @, H +a,ga(x, 8 +

N
+ 2 @ Digy(x, HDIG @ ate,B) +alr o, )+
Tt @O0 —y@) =1.
De (2.9) on obtient I'égalité des opérateurs

(2.10) Qj YA. + Rj —|— SJ—‘—TJ =1

ou:

B

Q; est Uopérateur & symbole go (x, &) +---+ ¢, (v, &);

A est I'opérateur & symbole a (x, &);

R; est I'opérateur & symbole a (x,8) g1 (x,8) + 1 — ¢ (E);
T; est Uopérateur Ty, + Ty, + - TNJ. et

S; est 'opérateur avec le symbole @ (r, £) [go (x, &) ++ -+

+¢; @, Ol [t —y )]

Puisque yx € &’ (R"), il résulte qu’il existe o,t de sorte que yze€ H
Sur ® on a:

(2.11) w=yu = (Q;¥A) () + (R, +5;—T)) ()

d’une maniere analogue & celle utilisée au Théoréme 1.2 on considére
¢ €Cq°(Q) avec @ (x) =1 pour x € w. Alors de (2.11) il résulte:

(2.12) w=oqu=19@qu) =¢(Q;vA)yu + ¢ (R; +S,—T,) (yu) sur .

Mais sur @ on a S; (y#) = o et A (yu) = Au— A (1 —v) u. De la propriété
de pseudo-localité partiellement forte de l'opérateur A et du fait que Az
est partiellement fortement régulier en o, il résulte que @Q; YA (yx) est
partiellement fortement régulier en .

Démontrons maintenant que quel que soit s € R, il existe #€ R, ¢ fixé,
- tel que @yx € H*.

Du fait que 9Q; YA (y«) est partiellement fortement régulier il résulte
que 9Q; YA (y«) € H"'*. Choisissons ; suffisamment grand de sorte que
(¢R;) (y«) € H"*2. Cela est possible puisque comme il résulte immédiatement,
Pordre partiel relativement & x' de l'opérateur R; tend vers — oo quand j
tend vers -+ co. Nous allons choisir maintenant No, Ni,- -+, N; assez grands
de maniére que (¢T;) (y2#) € H"'*. Notons # = min (41, 2, #5); il résulte alors
que ¢yuz € H', et par suite que qyx est partiellement fortement régulier.
Puisque % = @yu en o, il résulte que # est partiellement fortement régulier
en .



TOADER JUCAN, Opérateurs pseudo-différentiels, ecc. 115

BIBLIOGRAPHIE

[1] EGOROV JU. V. (1967) — Hypoelliptic pseudo-differential operators, « Trans. Moscow Mhat.
Soc.», 16, 99.

[2] ELLIOTT R. J. (1969) — Almost hypoelliptic differential operators, « Proc. London Math.
Soc.», 19, 537.

[3] HORMANDER L. (1961) — Hypoelliptic differential operators, « Ann. de 'Institut Fourier »,
11, 477-492.

[4] ScHWARTZ L. (1957) — Distributions semi-réguliéres et changements de coordonnées, « J.
Math. Pures et Appl.», 36, 109.

[5] Y. DERMENJIAN et V. IFTIMIE — Une classe d’opérateurs pseudo-différentiels presque-
hypoelliptiques, « C.R. Acad. Sc. Paris», 279, 507.



