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Geometria differenziale. — Campi di vettori tangenti sullo spazio 
lenticolare L7 (3). Nota di M ih a i D ed iu , presentata (#) dal Socio 
B . S e g r e .

RÉSUMÉ. —  Dans cet travail nous allons construire des champs de vecteurs réguliers 
tangents à l ’espace lenticulaire L7 (3) en utilisant les octaves.

In  [1], [2], [5], [7] l’A utore e G. V ranceanu hanno costruito uno o tre 
cam pi di vettori tangenti sugli spazi lenticolari. Nel presente lavoro verranno 
ottenuti campi di vettori tangenti allo spazio lenticolare L ' (3), utilizzando 
la non com m utativ ità  del corpo delle ottave.

R icordiam o [3] che lo spazio lenticolare

l } n+x [p \ po ,■■ ■, A<]

si ottiene fattorizzando la sfera S2ä+1 Q R 2"+2 (x0 , • • •, x 2»+ì)

C>2«+1 2 , I 2S : #<)+■■■■ +  ^2«+i — 1 

col gruppo discreto ciclico finito generato dalla rotazione
2nt/>h

zh =  zhe fi (h =  o , i , • • •, n ; zh =  x 2h +  ix&+1)

dove p  e ph sono num eri interi prim i fra loro. Gli spazi lenticolari di dim en­
sione 7 non hanno tu tti lo stesso num ero m assim o di campi di vettori tangenti; 
tale num ero dipende infatti dai num eri p  y p 0 , p \  , p 2 , pz [4].

Consideriam o lo spazio lenticolare

L 7 [3 ; I , I , I , 1] =  L 7 (3)

e l’im mersione di esso nello spazio euclideo reale di dimensione 32

L 7 (3) C R32 (v)

data  delle formule (in coordinate complesse)

( 1) vhk =  zh zi ih , k =  o , i , 2 , 3) .

In  coordinate reali queste si scrivono

Vhk —  u 2h,2k +  2^2^+ 1 ,2 /Ê -fl =  ( x 2h +  î x 2 k + l)  (■%2k 4 “ ' ^ 2 i + l ) 2>

/  \  2 2

\ 2 J ; U/'2h,2k %2A x 2k x 2h x 2k-\-\ ’ 2  X 2h-\-X X 2k X 2k-\-X >

2 2
U2k+X,2k+X =  2  x 2h X<ik X 2k-\~X +  X2h+X x 2 k  X 2h+X X 2k+X • (*)

(*) Nella seduta dell’ 11 gennaio 1975.
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I relativi differenziali sono

d-u 2h,2k =  ( x 2 k  x 2è+ l)  d X 2h 4 "  2  ( x 2h x 2 k  x 2h+l x 2k+l)  d x 2% 

---  2 (x%hx 2k+l 4~ x 2h+l x 2k) ---  2 x 2kx 2k + l 4“ x 2h+1 ,
(3)

àU2h+l,2&+l == 2 x 2kx 2k+l &x 2h 4“  2  (x 2&x 2k+l 4~  x 2/i+l x 2k) &x2k +

4~  2 ( x 2h x 2k   x 2 h + l  x 2k +  l )  d x 2k + l  4“  ( x 2 k  x 2k +  l )  d>x 2A+l  •

Consideriam o adesso 7 campi di vettori tangenti alla sfera S7, ottenuti 
m oltiplicando l’o ttava a destra con le unità dell’o ttava [6]:

I) d;To = — xi d t , d^i = r̂o d / , d^2 = Xz d t , d^3 =  — ^2 d t ,

d^4 = #5 dt-, dxò — — X4 d /, dv6 = — x? d t , d^7 = xo d t .

2) dxo = — X2 d t , d^i = — xz dt , d^2 = xo d t , d^3 = #1 d t ,

d^4 = X6 dt-, dxb =  .XTd/ , dA'6 — — #4 d t , dv? — — ^5 d*1.

3) d^o = — X3 d^ , d^i = ^2 d t , d.V2 = — xi d t , dx3 = xo d t ,

d^4 = X 7 d ^ , dx 5 = — ^6 d t , dx& = #5 di , d^7 =  — ^4 d^ .

4) dxo = — X4 d t , d.ri = — Xb dt , d^2 = — xo d t , dx3 =  — Xl

dv4 = Xo d^ , d^5 = ' XI dt , dXß — X2 dt , d^7 =  X3 di

5) d̂ ro = ■ xz d t , d̂ Ti = X4 d t , d^2 = — xi d t , d^3 = xo d t ,

d%4 = - x i d t , dxb - .To1 d t , dxe — - X3 d t , d̂ *7 —: x% d t .

6) d^o — ■ xo d t , dxi = d^ , d^2 = X4 d t , d^3 — —■J6 d / ,

d^4 = - J2 d / , dxo ^1 dt , d^6 = xo d^ , dA'7 =  —■ #1 d / .

7) dxo = ■ #7 d/ , dxi • X6 d t , d^2 xo d t , dx3 = X4 dt y

d^4 = - ^3 dt. , dxb - #2 d t , d̂ re ■ X\ d t , dx7 = ■ xo di .

In  coordinate complesse si ha

1) d^o =  iz0 d t , òzi =  — izi à t , dzz =  izz d t , dzz =  iz3 d /

2 )  d 4 o —  —  z i  d t , d-s'i =  zq d t , d ^  =  £3 d ^  , d ^ 3  =  —  Z2 d t .

3) d.s'o =  z>i d / , dzi — z>o d / , dZ2 =  — izs à t , d ^  =  — iz% dt

(5) 4) d^o — — Z2 d t , dzi —■ — Z3 dt , dz2 =  zo d t , dZ3 =  zi d t .

5) dzo =  iz2 d t , dzi =  izz d t , dZ2 =  z>o d£ , d#3 =  m  d t .

6) d^o =  — Z3 di , d^i =  £2 d / , d^2 =  -  h  d / , dss — £0 d t .

7) d^o =  — izz d t , d^i =  izz d t , d#2 — — iz 1 d^ , d£3 =  d^
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Osserviam o subito che i cam pi 6) e 7) non sono invarianti rispetto al 
gruppo lenticolare dello spazio lenticolare L 7 (3) (in quanto vengono utilizzate 
le coniugate delle coordinate complesse zo-, z i , #2, £3). Si verifica invece facil­
m ente che i prim i cinque cam pi sono invarian ti rispetto al gruppo lenticolare 
dello L 7 (3).

Tenendo conto della regolarità dell’immersione (1), risulta che, u su ­
fruendo delle (4), (3), otteniam o 5 campi di vettori tangenti sullo spazio 
lenticolare L 7 (3).

Consideriam o poi un altro sistema di 7 campi tangenti alla sfera S7, 
ottenuto m oltiplicando l’o ttava a sinistra con la sua unità. Si ha

(6)

i) àxo

Axa

— xi d t ,

— ^5 à t ,

àxi  =  xo à t , àx2 =  — X3 d t , 6x3 =  X2 d t ,

àx*> =  xi  d t , dx& =  xi à t , àxi  =  — xg à t .

2) àxo ^  — X2 à t , àxi =  X3 à t , àx2 ~  xo à t , àx3 =  — xi à t , 

d^4 — — xg à t y àx$ =  — X7 à t , d^e ■= Xé à t , d^7 =  ^5 à t .

3)

4)

d^o =  — X3 à t , dxi  == — X'z à t , àx2 =  xi àt

àxi  =  — ^7 d /  , d^o =  xg à t , d^6 =  — X5 ài

àxo =  —■ ^4 d /  , d # i =  X5 à t , d#2 == xg à t ,

d^4 == xo à t , dx5 =  — xi à t , àxG — — X2 àt

, àx3 ~  xo à t ,

, àxi =  x ^ à t .

àx3 =  xi à t , - 

,  à x ?  —  —  X 3 à t .  •

5) àxi == — X5 à t , dxi ■'.= —? Xi à t , àx2 =  xi à t , àx3 — — xg àt y 

àx± — x i à t , àx*> =  #0 d/ , d^6 =  ^  d / , du:7 =  — x% à t .

5) d^o =  ~  xg à t , d^i =  — xi à t , d^2 =  — ^4 d^ , d^3 =  xs à t ,

d#4 =  ^2 d / ,  d.Tö — — X3 à t , d^6 =  xo à t , d^7 =  Xi à t .

7)- d^o — — X7 à t , àxi =■ xg à t , d^2 — — xé à t , àx3 — — x$ à t ,

d#4 — #3 à t , àxò =  X2 à t , àxo =  — #1 d ^ , d^7 =  ^0 d / .

In  coordinate complesse risulta

0 dzo = iz0 à t , àzi = izi à t , d*2 =  izz à t , d 3̂ — - - ÌZ3 à t .

2) d^o == — zi à t , d^i =̂  z-o à t , d ^  = — Z3 à t , à#3 == Z2 à t.

3) d^o — — iz\ à t , d^i =  zzo à t , d 2̂ == ÌZ3 à t , d 3̂ =- ÌZ2 à t .

4) dzo = — Z2 à t , d^i ==  Z3 à t , d 2̂ = zo à t , d 3̂ =  --  Zi à t .

s) . d^o — — ÌZ2 à t , d^i =  z>3 d / , d 2̂ =— zzo à t , IIco zzi àt

6) d^o — — Z3 à t , d^i - 1II , d 2̂ Zi à t , d 3̂ == Zo à t .

7) d^o .= ÌZ3 à t , d^i = — iz% à t , d-S'2 - = zzi à t , d 3̂ =- ZZOà t .
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Osserviam o infine che solo il prim o campo è invariato  rispetto al gruppo 
lenticolare dello spazio lenticolare L 7(3); dunque, usufruendo delle (6), (3), 
si può ottenere un solo campo di vettori tangenti ad L 7 (3).

A bbiam o così stabilito il seguente

TEOREMA. Usufruendo delle ottave e relative unità , possiamo ottenere 
5 campi d i vettori tangenti sullo spazio lenticolare L 7 (3) se moltiplichiamo 
Vottava a destra con le unità ̂ e un solo campo di vettori tangenti ad L 7 (3) se 
moltiplichiamo a sinistra Vottava con le unità .
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