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Geometria differenziale. — Campi di vettor:i tangents sullo spazio
lenticolare L7 (3). Nota di Mimar DEepiu, presentata @ dal Socio
B. SEGRE.

RESUME. — Dans cet travail nous allons construire des champs de vecteurs réguliers
tangents & I’espace lenticulaire L7 (3) en utilisant les octaves.

In [1], [2], [5], [7] 'Autore e G. Vranceanu hanno costruito uno o tre
campi di vettori tangenti sugli spazi lenticolari. Nel presente lavoro verrannc
ottenuti campi di vettori tangenti allo spazio lenticolare L' (3), utilizzando
la non commutativitd del corpo delle ottave.

Ricordiamo [3] che lo spazio lenticolare

2n4-1 .
L [}",Poy"‘,ﬁn]
. . . 2
si ottiene fattorizzando la sfera S™*!C R**? (0, ) Xaup1)
2n+1 | 2 2
S : x0+"'+x2n+1?1

col gruppo discreto ciclico finito generato dalla rotazione
2mipy,
I P .
z,=2,e ? <}L=O,I,"',?Z;Z/,:x‘yl—l—le,Jrl)

dove p e p; sono numeri interi primi fra loro. Gli spazi lenticolari di dimen-
sione 7 non hanno tutti lo stesso numero massimo di campi di vettori tangenti;
tale numero dipende infatti dai numeri p, po, p1, p2, p3 (4]

Consideriamo lo spazio lenticolare

L7[3;I:I)I’I]:L7<3>

e I'immersione di esso nello spazio euclideo reale di dimensione 32
L'(3) CR” (9)
data delle formule (in coordinate complesse)
(1) Ui = 2425 (h,Eb=0,1,2,3).
In coordinate reali queste si scrivono
Ui = Uano + Ttony1, 01 = (Fon + Xaup1) (Far + s 1)’

(2) Up,2% = Xop xg/é — X9 xgk-u T 2 X241 X2% X211

2 2
Uoh41,2k+1 = 2 X5 Xop Xopt1 T+ Xont1 Xop — Xohy1 X241 -

(*) Nella seduta dell’r1 gennaio 1975.
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I relativi differenziali sono

(3)

4)

2 P
dugy 0r = (%2 — x3p41) davos + 2 (Xos Xop — Xojp1 Xori1) e —

\ - _
— 2 (X5 Xgpty + Xopi1 NYar) Aopi g — 2 Xop Xop 1 + Xosiy,

d2gpi1,2641 = 2 Xop Xopg1 Aoy + 2 (Xop Xopg1 + Xong1 Xop) dags +-

2 9
4 2 (X9 Xop — Xopp1 Xopy1) d¥orsy + (X3 — x5511) dxgsyy

Consideriamo adesso 7 campi di vettori tangenti alla sfera S', ottenuti
moltiplicando l'ottava a destra con le unita dell’ottava [6]:

D

4)

5)

6)

7)

dro = —x1dé, dxi =x0dt, daxe=ax3dz, daxs= — x2d?,
dxs = xs5dt, das = —2xadt, daoe= —x7dt, daxr = xedz.
dxo = —x2d#é, daxi = —x3d?, das =2x0ds, das = x1de,
drs = x6dt, das =27dz, daxe= —xsdt, daxr = — x5dz.
dro = —x3dt, dxi =x2dé, dare= —x1df, das = xodz,
dxs = x7d¢, das= —xedt, daxs=2x5d¢, dar = — xsdz.
dxo = —xadt, dv1i = —a5d?, dre= —ax6dst, das = — x7dz,

dxs = x0d#, das =x1d¢, dae = x2df, daxr = x3dz.

dro = —as5dt, daxi =xsdf, daxe= — x7df, das = xedz,
dxs = —x1d7, das = =x0d?, dxer—'—-xsdl‘, day = a3 dz.
dxo = —xed#, dxi = 2x7d¢, daxe=xadt, das= — xed?,
dxy = — x2d#, de,:xle, dx(s::xodl, dx? = —x1 dz.
d?C0=~X7df, dry = —xedz, dxs =a5ds, dxs = xadz,
drs = —xsdt, das = —2x2df, dwe =2x1d?, dar = x0ds.

In coordinate complesse si ha

(3)

9)
2)

3)

4)
5)
6)

7)

dzo = dz0d¢, dzy = — iz ds, dge = — izads, dzs = zz3ds.
dzo = —21dt, dzr=20df, dze=23ds, des= —2z2dzs.
deo =iz dé, dzi =idz0dt, dze = —iz3dt, dzs = — iz df.
dzo = — 22d#, dz1 = —23d#, dze=2s20d¢, dezs =2zdzr.

dzo = iz dt, dzi = dzsdf, dze = zz0dz, dzs = 4z de.
deo = — Z3dt, dzi =Z2d#¢, dze= — 71 d¢, dzs = 30d¢.

dzo = — i23dt, dz1 = 232d#¢, dze = — 31d¢, dzs = i3,ds.
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Osserviamo subito che i campi 6) e 7) non sono invarianti rispetto al
gruppo lenticolare dello spazio lenticolare LT (3) (in quanto vengono utilizzate
le coniugate delle coordinate complesse 2o, 21, 22, 53). Si- verifica invece facil-
mente che i primi cinque campi sono invarianti rispetto al gruppo lenticolare
dello LT (3). |

Tenendo conto della regolarita dell'immersione (1), risulta che, usu-
fruendo delle (4), (3), otteniamo 5 campi di vettori tangenti sullo spazio
lenticolare L (3).

Consideriamo poi un altro sistema di 7 campi tangenti alla sfera S/,
ottenuto moltiplicando l'ottava a sinistra con la sua unitad. Si ha

I) dxvo = —x1d#, dxi =x0d#, dxe= —ax3d¢, dxs = x2di,
dxa = —x5d7, das =xadz, dwe = x7dt, dar = —xedz.
2) dwo= —xadt, dar=a3ds, dra=x0ds, dws= —ax1dz,
dos = —xedt, das = —ardt, dawe=2x4dt, dar=xsdz.
3) dao = —x3d#, dax1 = —x2dz, dae = x1dz, das= x0d?,
das = —a7dt, das = x6d?, daxe= —x5d7, dar=xsdz.
<6)' 4) dxo = —xadt, dar = x5dz, dX2=xedZ‘, dxs = a7 d7,
dxs =x0dt, das= —ax1ds, dwe = —x2ds, day = —as3dz. -
8) dxi = —x5df, dwr = —xadt, dre=2xrd¢, das= —axeds,
dxrs=x1d¢, dxs = 2x0ds, daxe = x3dé, dar = —aeds.
6) dro = —xedt, do1 = —2x7dt, daxs= —xads, dxs = x5dz,
dxs=x2d?, das = —x3dt, dae=2x0dt, dar=wm1dz.
7) dxo= —x7dz, dar = xedt, dxs = —x5d¢, das = —xadz,
drs =x3d¢, dxs =2xsdt, daxe= —a1de, dar=2xodz.

In coordinate complesse risulta

1) dso=dz0ds, dai=izndst, dee=dzads, dzs= — iz dz.

2) dso= —Zds, daz=Zds, dge = —23d¢, dzs = 22dz.

3) dzo= — a1 dst, da=iB0ds, dze=izmds, dzs=idzeds.
(7) 4) doo= —75dt, da=2zdt, dea=7%ds, dss= —zds.

5) .deo = —iZdf, dzn =tz dt, des=150ds, dzs= —zzds.

6) dgo= —z3dt, doy = —Z2d¢, dze=5ds, dzz=20ds.

/

7)Y dgo = dzsdt, der = —idZedt, dze=:51d¢, dzs= 20 dz-
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Osserviamo infine che solo il primo campo & invariato rispetto al gruppo
lenticolare dello spazio lenticolare L'(3); dunque, usufruendo delle (6), (3),
si pud ottenere un sclo campo di vettori tangenti ad L7 (3).

Abbiamo cosi stabilito il seguente

TEOREMA. Usufruendo delle ottave e relative unita, possiamo ottenere
5 campi di veottori tangenti sullo spazio lenticolare LT (3) se moltiplichiamo
lottava a destra con le unitd, ¢ un solo campo di vettori tangenti ad L' (3) se
moltiplichiamo a sinistra ['ottava con le unita.
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