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Meccanica razionale. — Rofazioni non uniformi di un satellite
tn orbita circolare. Nota di RAFFAELE BaLLi, presentata @ dal Cor-
risp. G. GriIoLI.

SUMMARY. — We have examined the dynamic possibility for a satellite in circular
orbit to make rotational motions around the centre of gravity.

We have been able to demonstrate the existence of a type of non-uniform rotations
made up by rotations around a principal axis of inertia perpendicular to the orbital plane.

1. Il sistema di equazioni che regolano il moto di un satellite soggetto
ad un campo centrale di forze di tipo newtoniano non & in generale decompo-
nibile in sistemi indipendenti che descrivano separatamente il moto del bari-
centro ed il moto attorno al baricentro.

Si ottiene una parziale indipendenza nella approssimazione del secondo
ordine, abituale in meccanica celeste; quando si trascurino nelle espressioni
delle forze agenti i termini di secondo ordine nel rapporto tra il diametro del
satellite e la sua distanza dal centro di attrazione ([1], cap. 7, § 20), il moto
del baricentro risulta indipendente dal moto attorno al baricentro poiché la
prima equazione cardinale ¢ autonoma [2] ed individua moti Kepleriani.

Il moto attorno al baricentro risulta invece ancora dipendente dal moto
del baricentro; le equazioni del moto attorno al baricentro assumono una forma
pit semplice se il moto del baricentro & circolare uniforme. Molte Note sono
dedicate allo studio del moto attorno al baricentro in queste ipotesi e allaricerca
di possibili moti cinematicamente caratterizzati: sono stati determinati i moti
rotatori e le possibili precessioni regolari nel caso giroscopico [3].

Ci si pone qui il problema di determinare tutti i possibili moti rotatori
non necessariamente uniformi. Si dimostra I'esistenza di un’unica classe pos-
sibile di moti rotatori non uniformi costituita da rotazioni attorno ad un asse
principale di inerzia disposto ortogonalmente al piano dell’orbita; in questa
classe sono contenute le rotazioni uniformi gid determinate da Bentsik.

2. Si assume come riferimento inerziale quello associato ad una terna
trirettangola RC (Q, x, ¥, 2) con centro nel polo di attrazione ed asse z paral-
lelo alla velocitd angolare » associata al moto circolare uniforme del baricentro
del satellite: detto moto avviene nel piano xy. Il moto attorno al baricentro
¢ regolato dalla seconda equazione cardinale che assume la forma ([1],
cap. 7, § 20; [3]; [4]:

(0 5 () + o X5 (@)= 1e X o (c) .

essendo ¢ 'omografia centrale d’inerzia ed % una costante legata alla costante
gravitazionale, alla massa del corpo attraente ed al raggio dell’orbita.

(*) Nella seduta del 14 dicembre 1974.



RAFFAELE BALLI, Rofazioni non uniformi di un satellite, ecc. 631

Risulta utile anche il sistema differenziale che si ottiene dalle proiezioni
della (1) su una terna RI'(G,%,%,%) con I'asse { coincidente con I'asse di
rotazione; questa terna pud essere assunta, in tutta generalitd, in modo tale
che 'omografia d’inerzia rispetto a G assuma la forma ridotta:

A o — B
c = (o] B -‘—-'A.’
— B —A C

Le dette equazioni (equazioni di Eulero) per moti rotatori attorno all’asse

{ assumono la forma:

S —B'o + A’ =S =n[c(—B'¢; —A' ¢y +Ceg) — 3 (Bey — Al ¢)]
—A'6o—B @=T=1[cg(Ac;, —B'¢g) — ¢, (—B'¢c; — A’y + Cey)]

(2)
( Co =V =m[e (Bey—A'cg) —cy (Acy — B'¢3)].

Le equazioni di Poisson relative a ¢ e » sono:
€1 = Vg c3 + ¢ (0 —vg)

(3)

= —vyc3— ¢ (0 —vy)

N
[:-)
l

g = V16— Vo g

|
|
@ é ;

vg = O.

= + v

1
g = WYy

Questo sistema ammette 'integrale primo dell’energia nel moto relativo:
(5) Co® + 0] 4+ 2 B'wv; + 2 A’ wvy — 2 Cavg =

con J=Ac + Bl +C2—2A'¢c,c;—2B'¢; ¢, e gli integrali primi parti-
colarizzati delle equazioni di Poisson:

(6) Vi€L + V965 V33 =0
) a+ad+tad=1
® V32 v =2

3. Si cercano le eventuali soluzioni delle equazioni elencate trascurando
sistematicamente quelle corrispondenti a moti rotatori uniformi; una prima
limitazione & ottenuta direttamente da considerazioni sulla equazione vetto-
riale (1), gli sviluppi successivi sono invece condotti utilizzando le equazioni
scalari. In ogni eventuale moto rotatorio ¢ @ =  (£) u essendo u un versore
fisso in RC. La funzione @ (#) varia in generale nel tempo mantenendosi perd
limitata in conseguenza della validitd dell’integrale primo dell’energia nel

moto relativo. Ci sono quindi degli istanti in cui  (#) assume valori estremali,
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oppure, se ® (£) € monotona, essa tende ad un valore limite finito. Negli istanti
in corrispondenza ai quali ® (#) assume valori estremali & & = o e dalla (1)
si ottiene:

o Xo(w) =7 Xo().

La stessa equazione deve essere verificata asintoticamente nel caso in cui ® @
risulti monotona e comporta la complanaritd dei vettori w, ¢ (), c, ().
Questa complanarita si verifica solamente per ¢ parallelo ad  se l'asse di
rotazione non & contenuto in un piano centrale.

Infatti, quando @ non sia contenuto in un piano centrale » e ¢ () non
sono certamente paralleli e la complanaritd dei quattro vettori detti si traduce
nella appartenenza di ¢ e o (c) al piano individuato da o e o (w):

c=Now+p oo o6(c)=21"w 4+ p" ¢ (w).
Dalla prima di queste si ricava pero:
o(c) =N o(w) + p' 6 (w)
e quindi
Vo + W' —2N) o () —p 6 (w) = o.
Poiché o non ¢& contenuto in un piano centrale, i tre vettori » , ¢ (W), 6% (w)
non sono complanari e se ne deduce quindi che deve essere w = o,
1 ’ 12 . .. . ’
# = 2A,A =0 e quindi in particolare ¢ = A" .

Poiché 'appartenenza di @ ad un piano centrale non pud realizzarsi
in un istante o asintoticamente se non realizzandosi costantemente (o ha
direzione fissa nel corpo) gli eventuali moti dinamicamente possibili devono
essere ricercati o tra quelli con w appartenente ad un piano centrale d’inerzia

o tra quelli nei quali @ & parallelo al piano dell’orbita non essendo verifi-
cata la condizione precedente.

4. Sia dunque o parallelo al piano dell’orbita e non contenuto in un
piano centrale; queste ipotesi si_traducono nelle vy =0 ed A'==0, B’ Z=o.
Dalle prime due equazioni di Eulero ¢ possibile allora ricavare

—B'S—A’T o AS—BT
A/2+ B/2 A/Z _l_ B/Z

e sostituendo nella terza si ottiene:
—C(B'S +A'T)=V (A + B?)
e cio¢ esplicitando:
(9  @(—CA'B") +¢ ¢ [(A® + B?)(A—B) + C(B?—A)] +
+ @ (CA'B) + ¢, ¢, [CA" (C—A) + A" (A 4 B?)] +
+ ¢, ¢, [CB' (B—C) —B' (A + B%)] = o.
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Dalle altre equazioni in cui si & posto v3 = 0 & possibile ottenere una ulteriore
relazione tra le sole componenti di ¢. Si ricava infatti dalle (5) e (6)

— ¢y (A — Co?® —7]) (A —Cw®—1)J)

W T AT e —B e Ry C— -

Sostituendo poi nella (8) ed utilizzando 'espressione di w? si ottiene la rela-
zione suddetta che ha la forma:

—B'T4+A’S 2 [ _B'TH+A’S e .2
() (e (= C L ) = (T e ) @A B

In R®(¢;, ¢y, ¢3) le equazioni (9), (10) e (7) individuano un sistema di tre
superficie algebriche che sono rispettivamente un cono quadrico, una super-
ficie del sesto ordine, una sfera. Poiché in ogni moto rotatorio del tipo in esame
¢ non ¢& costante in RI' ed assume i valori P(0,0,1) e P'(0,0,—1), du-
rante il moto 'estremo libero del versore ¢ descrive un tratto reale della curva
® comune a queste tre superficie e passante per i due punti P e P’. Questa
curva @ ¢ algebrica in quanto intersezione di superficie algebriche, ed ha
ordine non superiore a quattro. Essa ha intersezioni reali o complesse, proprie
o improprie con ogni piano in numero uguale al suo ordine: queste interse-
zioni sono i punti comuni alle curve intersezioni delle superficie con il piano

stesso. Il piano improprio in particolare interseca le superficie lungo le tre
curve di equazione (9) e

) G+ +d=o0
(10) W= {4[AQA%+ B —B2C] 4
a6 (—2CATB) 4 G[B A%+ B —A”C] 4
tee[—2B A%+ BH—BCA—0)] +
+ oy e[—2A AP+ B +A'C(C—B) +
+ & [2C A"+ B?R = o.

Le intersezioni della conica (9) con la retta ¢ = o sono distinte dalle
intersezioni della retta stessa con la conica (7). Poiché le tre coniche (7), (9)
eV = o non appartengono ad uno stesso fascio, come si riconosce con facilita,
le tre curve considerate, delle quali la (7') ha soltanto punti complessi, hanno
in comune al pitt due punti.

La eventuale curva in comune alle tre superficie e qu1nd1 una parte della
curva @, intersezione delle due superficie (7) e (g) e quindi la stessa @, deve
spezzarsi in due coniche a coefficienti reali, una delle quali potrebbe essere
la curva cercata ®@. Si tratta dunque di una curva piana che, dovendo stare
sulla sfera (7) e passare per i punti P e P’, deve coincidere con I'intersezione
della sfera con un piano w passante per detti punti e cio¢ per l'asse . Al
variare del tempo il versore ¢ varia dunque in RI" mantenendosi in un piano ©
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solidale al corpo e passante per I'asse di rotazione. In ogni istante in cui ¢
ed w non sono paralleli, il piano © deve dunque essere sovrapposto in RC al
piano dell’orbita. Ne segue in definitiva che il moto si riduce alla quiete.

5. Rimane ora da esaminare il caso in cui @ sia contenuto in un piano
centrale d’inerzia; & possibile allora scegliere la terna RI' solidale al corpo in
modo tale che risulti B'= o. Si riconosce che non sono possibili moti rotatori
in cui » non ¢ parallelo ad uno degli assi principali d’inerzia; supposto infatti
A’==0 ¢& possibile ancora effettuare lo stesso procedimento di eliminazione
di @ e ® delle equazioni di Eulero (nelle quali non compare vg) ottenendo

W=D

A

A'cg—}—A'cg—l—(C—B)c

2 €3l

. T ’
w=“§=%51[A ¢ + (A—C) g

e quindi per la terza equazione si ottiene:
¢ [pA"(A—B—C)— 3 (AC—C2—A"?] = o.

Tralasciando di considerare I'eventualitd che sia ¢; (£) = o perché questo por-
terebbe ad @ = o cioé ad un moto rotatorio uniforme, si ottiene:

A?—C(A—C)

‘27 K con b= B _ATC)

e quindi
w? = 2 2 con p=[% (~—A'y.2+A'—l—Cy.—By.)].

Ponendo nella seconda equazione di Poisson relativa a ¢, al posto di ¢, il suo
valore in funzione di ¢z si ha:
Gy =—Vyc3—¢; (@ —vg) = pcy
e dal confronto con la terza equazione si ottiene:
(1) Vi eg +ep) Fvp(—pa) =—aaetva

che con la (6) permette di esprimere le componenti di » in funzione delle com-
ponenti di ¢; risulta infatti ®:

vy=—¢p Vo=l (ecgp—vy).
Sostituendo nella (8) e tenendo conto che d=1—(1 + pu? & si ottiene:

F()_aoc3—[—a +azcs—l—aacg+a4c§—|—ac—!—a—o

(1) Quando fosse . = 0 e quindi ¢; = o, dal confronto della (11) con la (6), si ottiene
direttamente o ¢z = costante (rotazioni uniformi) oppure p = o (quiete).
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con:
ag=a;,=02(1 +p?) , =0 , az=12v3p (1 + u?

— 2 = = v2 — 2 (22 42
a, =02 , a;=12v50 , ag=9vi—p2(2Vd.

Se non si annullano tutti i coefficienti di questa equazione, da essa si riconosce
che durante il moto &: ¢3 = costante, e quindi per la (11) & = costante. Se
invece si annullano tutti i coefficienti, ¢ in particolare: p = 0, e quindi per la (11)
© = 0. L’eventuale moto ¢ quindi rotatorio uniforme o si riduce alla quiete.

6. Moti rotatori non uniformi sono invece dinamicamente possibili
quando P'asse di rotazione coincide con un asse centrale d’inerzia. In questo
caso, essendo A'= B'= o le equazioni di Eulero assumono la forma sempli-
ficata:

(C—B)egez=o0

(C—A)gqeg=o0
Cd)=n(B;A) €y Cy.

Escludendo il caso banale dell’elissoide centrale d’inerzia sferico, si riconosce
che condizione necessaria per la possibilita dinamica di un moto rotatorio non
uniforme & che ¢3 (#) = o. Durante il moto "asse di rotazione si mantiene quindi
ortogonale al piano dell’orbita; ne segue v; (¥) = v, (¥) = 0; e precisando il
verso dell’asse { concordemente con quello di » & v3 = v. Sotto tali condizioni
risultano soddisfatte tutte le equazioni che regolano il moto se e solo le
rimanenti incognite ¢, (£), ¢ (), © (¢) verificano il sistema di equazioni dif-
ferenziali:

Co=n(B—A)c¢c
(1= ¢y (0 —v)
by =—2¢(0—V)

del quale vanno considerate le soluzioni con ¢ 4 2 = 1. Questo sistema
ammette, oltre l'integrale primo gid indicato, l'integrale primo dell’energia
nel moto relativo che ha la forma:

Cl@—v2+n(A2+ B —H =o.

Escluso il caso A = B, in corrispondenza al quale si ottengono solo rotazioni
uniformi, posto, senza ledere in generaliti, A > B sono dinamicamente possi-
bili anche rotazioni non uniformi. Indicato con 6 (#) 'anomalia dell’asse §
rispetto al versore ¢, risulta @ —v =0 e ¢; = cos 0 (£), ¢, = sin 0 (£). L’inte-
grale primo dell’energia assume una forma del tutto analoga a quella del
pendolo:

C?=H +n(A—B)sin?0

e consente di-determinare con una quadratura la funzione 0 (7).



636 Lincei — Rend. Sc. fis. mat. e nat. — Vol. LVII — dicembre 1974

I risultati, ben noti, relativi alla discussione con il metodo ‘di Weierstrass,
consentono di caratterizzare i diversi tipi di moti in relazione al valore della
costante H. In particolare per H = — v (A — B) si ottengono moti rotatori
uniformi con velocita angolare @ = v e con asse & costantemente sovrapposto
a ¢; per H = o si ottengono o moti rotatori uniformi con velocitd angolare
® =v e con asse § costantemente ortogonale a ¢, oppure moti rotatori non
uniformi che tendono asintoticamente a uno di questi. Per valori di H inter-
medi i moti possibili sono moti rotatori non uniformi oscillanti attorno alle
rotazioni uniformi della prima classe.
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