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M eccanica razionale. —  Espressioni polinomiali dello stress per 
un continuo di Cosserat. Nota di S e r g io  B r e s s a n  (*} presentata (**} 
dal C orrisp . G . G r i o l i .

SUMMARY. — For a Cosserat continuous system with free rotations we determinate 
polynomial developments of the stress (stress and couples). We shall be able to consider 
them as polynomial approximations of the stress since we demonstrate that whatever may 
be the number of the terms that we regard, they satisfy conditions of integrability of the 
type of the De Saint-Venant classical ones.

E noto W il procedim ento di integrazione relativo al problem a dell’equi- 
librio di un  corpo elastico omogeneo com unque connesso e vincolato che 
G. Grioli ha costruito nel caso classico di « stress » simmetrico.

Nel presente lavoro mi pongo nel caso di un continuo di Cosserat con 
lo scopo di precisare degli sviluppi polinomiali che potranno considerarsi 
come approssim azioni polinomiali dello stress (sforzi e coppie) e porsi alla 
base della costruzione di un analogo procedimento di integrazione del pro­
blema di equilibrio. L a condizione fondam entale che giustifica q u an t’è ora 
affermato è che risulta possibile -  come m ostrerò -  dim ostrare che questi 
sviluppi polinomiali, qualunque sia il numero di term ini che si tengono, soddi­
sfano a condizioni di integrabilità del tipo di quelle classiche di De S a in t- 
Venant.

E evidente l’im portanza di questo fatto in quanto, qualunque sia l’ordine 
di approssim azione conseguito, è possibile risalire alle corrispondenti appros­
simazioni delle componenti di spostamento, condizione questa alla quale 
non può sfuggire ogni rappresentazione dello stress di qualunque tipo esso 
sia.

Si considererà il caso di corpi elastici linearizzati con eventuali vincoli 
in superficie. Nelle dim ostrazione si suppone che il continuo am m etta rotazioni 
libere, m a è im m ediata l’estensione al caso di continui di Cosserat con ro ta­
zioni vincolate.

i .  P r e l im in a r i

Sia C la configurazione di equilibrio di un continuo di Cosserat e a il suo 
contorno. Sia a ' la porzione di a ove sono presenti i vincoli. Indico con Fr e 
M r ( r =  1 , 2 , 3 )  Ie componenti, rispetto ad una prefissata terna cartesiana

(*) Lavoro eseguito nell’ambito del Gruppo Nazionale per la Fisica Matematica, per 
le applicazioni della matematica alla Fisica e all’Ingegneria del C.N.R.

(**) Nella seduta del 14 dicembre 1974.
(1) G. G r io li, Proprietà di media e integrazione del Problema deWelastostatica isoterma 

«Annali di Matematica pura e applicata», ser. IV, 33 (1952).
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trirettangola e levogira o , x l t x 2 , x 3 , della forza e della coppia specifica di 
m assa, e con f r e m r quelle della forza e della coppia specifica superficiale. 
Su e f r ed m r hanno evidentem ente il carattere di reazione vincolare. Se 
indico con X „ le caratteristiche di tensione e con N „ quelle di coppia, le equa­
zioni di equilibrio si scrivono:

( 0

0 )

N 4- ? X
X,,

rpq Xy^
=  E  
=  M , in C

~*ìSys fls f r
N,, ns =  m,

su a

(V =  i , 2 , 3)

ove ns sono i coseni direttori della norm ale a a orientata verso l’interno di C 
e erpq è il tensore di Ricci.

Detti 7) , T , X tre num eri interi positivi o nulli, pongo:

(3) b(r) 5 —U7\,T,\ --
I

C j  x l x \  X3 F r dC +
C o

7) T X x J 
x l  x 2 X 3 f r  der

(4) A T, X :
I

c j X i  x l x l  M r dC
c

7) T X iXi x 2 X3 m r da

Intendo che, d ’ora in poi, il soprassegno su una funzione ne indica il valor 
medio in C.

M oltiplico la (1^ per x^x^x*  dC, integro in C e aggiungo la (2^ m oltipli­
cata per x* x^ x^ da e in tegrata su a. Dopo facili passaggi si ottiene:

(5) 7]Xrl Xi~x x l x l  +  iX r2 Xl x l~ x x l  -f

+  Xl x l x l~ l =  4r,T,x ir  =  1 , 2 , 3 ) .

A nalogam ente da ( i)2 e (2)2 si ricava:

(6) 7]Nrl x i~ l x l x l  +  tN ,2 x l x l~ x x l  +  XNr3 x \ x l x l~ x ■—

&rpq X qp X \  X 2 X 3 =  ) , t ?X ( r  =  I , 2 , 3 ) »

Le (S) e (6) sono certam ente valide se le X r j , N rs e le loro derivate parziali 
prim e sono Uniformi, finite continue quasi ovunque in C e presentano, ad 
esempio, certi tipi di discontinuità dovute a discontinuità di prim a specie 
delle forze assegnate o a loro singolarità concentrate o distribuite su insiemi 
di m isura nulla.

2. A pprossimazioni polinomiali

Chiamo { w t } la successione di tu tti i possibili monomi formati con 
x i » x % > x3 e ordinati in modo che il grado non decresca al crescere di t. Indico 
con m'n : l’intero positivo tale che m'n +  i rappresenti il num ero di monomi in

44. — RENDICONTI 1974, Voi. LVII, fase. 6.
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*1 > *2 , x 3 di grado m inore o eguale a n. Per semplicità userò nel seguito no ta­
zioni ad un solo indice per le

~^rs C (X ,. , X,-_[_3 ^ r+ l,? -+ 2  j X r _j_g   j r  — I , 2 , 3 )*

Fissata ad arbitrio  una reazione su a ' (ossia fissato su c ' f r e m r) costruiamo 
le 4tx e 4 ?x corrispondenti ai monomi secondo (5) e (6). Sia
Gm, , un insieme di costanti

X,«/,0 > -, X r w„ N , w.0 > •> Nr w m

soddisfacenti le (5) e (6). Chiamo C  l ’insieme descritto da G*- al variare della 
reazione su a' e delle suddette costanti verificanti (5) e (6).

Sia P* il polinomio ottenuto aggiungendo a w t quella combinazione 
lineare dei monomi w 0 , • • •, w t_ x che rende P, ortogonale in C a w 0 , ■ • •, w t^ x 
e sia { P, } la successione di tu tti i polinomi ortogonali in C e linearm ente 
indipendenti così definiti. È evidente che ognuno dei valori m edi X r Pt , N r P̂  
risulta combinazione lineare di alcuni degli X „ x [  x% x \  e di alcuni dei 
N „ x i x \ x% rispettivam ente. Definisco ora le costanti X ^  P, e N<w) P, 
(t =  o , • • •, ni). D etto n —  1 il grado di Pm e m ’ =  m'n , P( si può scrivere:

(7) =  X  lit  WÌ ( t i t  =  cost., t  =  I , 2 ,. . ., m).
0=*

Preso in Ÿm> un G*/ , ossia un insieme del tipo:

X ,Jo > * * * > X  Wn , * * *, N r w 0 , • • •, N r (pL =  m n_ 1 >  m),

costruisco l’insieme Gm formato da X^m) P, , Pt (r =  i , • • ., 9; t  == o , • • •, m)
con

X(“> p , =  V  Y>7 x rW .

(8)
0—t

(r =  I , " ’. 9)-
N W P< =  2  N, w-

0=i
Nel seguito chiamerò l m l’insieme di tu tti i gruppi Gm ottenuti facendo variare 
Gm> in \ m, . Ossia:

P osto :1

(9)

I« =  { G * | G ; , e C } .

P? =  —  I P t d C

dirò che le nonuple di funzioni

( io )

m y-(m) p
X W =  £  _ r . _  P /

0 ■=< p t
( r =  i , 2 ,  • • •, 9).

0=* p.
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rappresentano u n ’approssim azione di ordine m  di una soluzione delle equa­
zioni di equilibrio se le costanti P , , P t (r =  1 , • • •, 9 ; t  =  o , 1 , • • •, ni) 
costituiscono un Gm .

E noto che la presenza delle coppie di contatto impone di tener conto 
della rotazione associata a ciascun punto del continuo.

Mi pongo nel caso più generale di rotazioni libere ossia indipendenti 
dallo spostam ento dei punti.

Per brevità pongo:

e » ) T =x r

■Xr per r  =  i , 9

per r  — io  , • • •, 18

•X^P, per r = i  , - - - , 9

'Nr P, per r  — io  , 18.

Chiamo ars i coefficienti della form a quadratica nella T rt che esprime l’energia 
potenziale elastica specifica (m ateriale iperelastico). Pongo:

(12) WV V ,
1
2

T  r t T  s t

P?
dC .

Se in (11) identifico gli X , P, N r P, con gli X '”0 P ; N(m) P z delle (io) e pongo 
le così ottenute nelle (12), W m coincide coll’energia potenziale elastica 
W (w) corrispondente all’approssim azione polinomiale rappresentata dalle (io). 
In  analogia a quanto accade nel caso classico si può presum ere che l’appros­
simazione che compete alla soluzione del problem a elastico può essere scelta, 
nella classe di tu tte  le possibili approssimazioni polinomiali, come quella che 
soddisfa ad un certo teorem a variazionale del tipo di quello di M enebrea <2b 
Nel caso di vincoli di appoggio fissi e privi di attrito o di assegnato sposta­
m ento su cr' (in particolare di incastro), la condizione suddetta, tenuto conto 
di quanto  è dim ostrato al n. 3, si può enunciare:

« L a (io) irappresenta u n ’approssim azione polinomiale di ordine m  della 
soluzione del problem a elastico se e solo se le costanti T % \(r =  1 , • • • ,  18) 
(t =  o , • • •, m) costituiscono il gruppo Gm m inim izzante W m in l m ».

3. Congruenza delle approssimazioni polinomiali
DELLA SOLUZIONE DEL PROBLEMA ELASTICO

E im portante osservare (e ciò dà validità all’enunciato sopra espresso) 
che la diciottupla rappresentante u n ’approssimazione polinomiale di ordine 
m  della soluzione del problem a elastico così definita soddisfa (qualunque sia 
il num ero ni) alle condizioni di integrabilità del tipo di quelle classiche di De 
S aint—V enant per le quali è possibile risalire alle corrispondenti approssim a-

(2) Vedi loco citato nella successiva Nota (3).
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zioni delle componenti di spostam ento e di rotazione, qualunque sia bordine 
di approssim azione degli sforzi.

Indico con- T*(m) (r  =  1 , ••• ,  18) l’approssim azione polinomiale d ’ordine 
m  della soluzione del problem a elastico [T*(̂  è dato cioè da (11) quando i 
secondi m em bri sono dati da (io) con le costanti X^w) P, , N (rm) Pt costituenti 
il gruppo G(W) m inim izzante W m in l m]. Sia Sm la sollecitazione esterna cor­
rispondente alla diciottupla T *(m) (con ciò si intendono determ inate f r e m r 
su a') e si considerino tu tte  le approssimazioni polinomiali del tipo (io) che 
danno luogo alla stessa sollecitazione esterna. Chiamo \ m l’insieme formato da 
tu tti i gruppi Gm di l m che concorrono a definire le suddette approssimazioni 
polinomiali. C ertam ente la diciottupla T*(̂  m inimizza W m anche nell’insieme 
\ m qualunque sia m. E noto che ogni soluzione delle (1) e (2) a quadrato 
sommabile in C si può esprim ere m ediante serie del tipo:

00 --
(13) T r = 2 - i £ - P ,  (r  = ! , • • • ,  18).

0=/ 9t

F ra esse consideriamo solo quelle corrispondenti alla sollecitazione Sm e 
osserviamo che esse si possono ottenere tu tte  associando alla diciottupla 
T i , ••*, 18) una arb itraria  diciottupla T r (r =  1 , ••• ,  1) soddisfa­
cente (1) e (2) in assenza di forze e coppie di m assa e superficiali. Pongo ora:

(15)

ove è:

(15)

Osservo che, per le proprietà dei polinomi P^, i T r(m) (r =  1 ,. . ., 18) risultano 
ortogonali in C ai T *(m), T r(m). In corrispondenza alla sollecitazione ogni 
soluzione delle (1), T*^) (r =  1 18), può dunque porsi nella forma:

( 1 6 )  t  : (% = t :  ( m ) + t : (m ) + t ; ; m) 0 -  =  1 ,  ■ • • ,  1 8 ) .

D etti W** e W m ciò che diventa la W m quando al posto di T r si pone rispet­
tivam ente T**m) e T *(m)+ T r (m), osservo che risulta:

(17) w r  >  >  w :

ove ; con W* si è indicata l’energia potenziale elastica corrispondente 
all’approssim azione polinomiale d ’ordine m  della soluzione del problem a 
elastico. Nella (17) i segni di uguaglianza valgono evidentem ente per 
r̂ -'r(m) d"V (m) O ( v  I , * * ' , l 8 ) .

X _T
X r -L r (m) ~Ì~ Tr (m) ( r  =  i , -•••. 18)

m

t ' — V
± r (m)

DD p
2 r t0= t P *

00

T" _  Vx r {ni)
T r P t  p

2
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L a diciottupla m inim izzante W** al variare di Gm in \ m e delle T r 
( r  —  I 18) nella classe delle soluzioni delle (1) e (2) corrispondenti a
forze e coppie di m assa e superficiali nulle, coincide pertanto colla T *(w) ed 
è integrabile nel senso detto all’inizio di questo num ero in quanto m inimizza 
l’energia potenziale elastica nella classe di tu tti gli stress corrispondenti ad 
una prefissata sollecitazione esterna (la Sm) (3).

(3) Per le rotazioni vincolate vedi: G. G r io li, Linear micropolar media with constrained 
rotations, Micropolar Elasticity, Simposium organized by the department of mechanics of 
solid, june 1972, Udine.

Per le rotazioni libere vedi: Nota di G. Grioli presentata al simposio tenutosi ad Udine 
dal 17 al 21 giugno 1974 intitolato «Mixtures and structured continua».


