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C ataldo A g o st in e lli, Su nuovi casi d i integrabilità per separazione, ecc. 619

M eccanica analitica. —  Su  nuovi casi di integrabilità per separa
zione di variabili dell1 equazione dinamica di H am ilton-Jacobi. Nota II (*} 
del Socio C ataldo  A g o s t in e l l i .

SUMMARY. —  In this second paper we consider the extreme cases, that derive from the 
general classification, in which the dynamical equation of Hamilton-Jacobi is integrable by 
separation of variables. At the limit we have the solution of Levi-Civita and that of Stäckel.

Nelle due soluzioni considerate nella N ota I<**>, seconda la classificazione 
ivi adottata, abbiam o supposto 1 <  k <Cn— 1. M a esse sussistono anche 
per k =  i e per k — n —  1. Considereremo allora in questa seconda N ota i 
casi estremi di k — i e di k — n —  1, continuando nella num erazione delle 
formule quella della N ota precedente.

5. Caso d i k — n — 1.

Nel caso di k =  n — 1 le ipersuperficie coordinate x n =  costante della 
varietà m etrica V n sono applicabili su Sn_x euclideo.

Considerando la prim a soluzione e ricordando le (8) e la (7), i coefficienti 
della forma reciproca della forza viva, e il potenziale U delle forze, risultano 
ora

(31)

atJ =
U n  (Xn) 2. B B K ï \ x H)

anj =
n—l

Y (s)A n
Bìj _

B ’

y  Bjr Xjr) (*) X}? (*.) I
I B <j>« (x„)  ̂ ’

( i  , j  =  i , 2 ,• • - , n —  1),

(J  =  i - 2 1),

(32) 

dove è

B

=  U„ (g'n) 1N n ( * h )  ,

Xf» , x f>  . . . X ^ -1)

V «a 2 , X 2̂) , . . v(*-l)  A a 2

Y a)A » - i >
v(2)

1> • • *, A « -l

In questo caso si hanno n — i integrali prim i lineari nei m omenti

(33)
n—l

P i  ^  N f* ( g l )  , (2 — i j 2 , • • •, n 1),

(*) Presentata nella seduta del 14 novembre 1974. 
(**) Questi «Rendiconti» (8), LVII (1974), 391-398.
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e un solo integrale quadratico

D a questi si ricava
n—1 r

(35) W ,• {Xi )  =  2 *  a*J (*«) &x ì . (i =  I , 2 , • • •, n — 1),

n — 1
(36) W„ (xn) =  2 ,

1

+  J  j / 2  ( u ,  +  hHn —  i -  ÎÇ . a, Kis) )  dx„ ,

e l’integrale completo dell’equazione di Jacobi risulta dalla somma
n— 1

n(xn), involgente le n costanti arb itrarie a i , oc2 , • • •, <xn- i , h.

Nella seconda soluzione i coefficienti della forma reciproca dalla forza 
viva e il potenziale sono dati da

j  X ?  (xn) d xn +

r t - l

atJ = ga
n- 1

+ s . r Ç .
2L Y(f) fnn

n—1
a«j =  _  9». xLJ)

B

( i , j  =  I , 2 , -  • • , » — I)

( i  = 1 , 2 , -  • • , « --- i)
n—1

a nn _  (p"* ; U  =  ^  3, Cp“  +  U„ ^„) Cp«B ,

dove le cpns sono gli elementi reciproci dei term ini della nma orizzontale del 
determ inante (19), in cui tu tti i term ini sono costanti, fa tta eccezione di 
quelli <pïn dell’ nma colonna, che sono tu tti funzioni di x  ̂ soltanto.

Questa seconda soluzione non differisce pertanto dalla precedente e 
si riduce a quest’ultim a facendo

? ns K «  (*•)
H , { XH) ’ ^

2   i ) =  -------- ---------  .(xn) *])n (Xn)

6. Caso d i k  =  i.

In  questo caso le ipersuperficie coordinate x { =  cost. (/ =  2 , 3 , * * - ,  zz), 
della varietà m etrica V„, costituiscono una (n —  i)-pla ortogonale. Nella 
prim a soluzione si ha

(37)

(38)

-11 I

H • [Xi (*i)]* 2 ,  * ,(* * )  +2
y  [X/ (xiW 1 
2 1 (xd I

„a  = ________ x,- (*,■)
HXi i - W  ’

a"  =  - (*' =  2 .3 . • • •, n) ;

{i =  2 , 3 , • • •, fì),

av =  o , { i , j = 2 , 3 , -  - - , n  =t=0>
7/ »

u  =  —  2 / ( * / ) ■ >  con H =  (•*/)■
2 2



C ataldo A g o st in e lli,  Su nuovi casi di integrabilità per separazione, ecc. 621

Sussiste un solo integrale lineare nei momenti

(39) Px =  «1 x i(*i),

ed n —  i integrali quadratici

(4°) - ^ 7  ( P i  —  «1 x »)2 +  Y  a i K* (*»•) ~  u «' (x i )  -  à U ,  (x i ) =  «,■. (2= 2 , 3 , • • •, fi).

L ’integrale completo della corrispondente equazione di H am ilton-Jacobi 
risulta

n

(41) w =  «! J +  2 ,-J |/ 2 +.• (u > +  hW { j  04 K, +  a,.) d.r, ,

con a2 +  a3 +  ' ' * +  — °. Esso dunque dipende dalle n costanti arbitrarie
ax , a2 , a„_i , h.

Nella seconda soluzione si ha

(42)

=  <p"* , ( / =  2 , 3 , .  • • ,«) ; aij =  0 ,  ( i , j =  2 , 3 , - •  • , « ; > 4 = z)

n
'43) U =  (*,•) , (^1 =  costante j ) }

dove ora nel determ inante 9 sono costanti solo gli elementi della prim a 
colonna, cioè

9 ==

C11 > 9l2 > * * * > ?1 n

C21 y 922 > * * ’ > ? 2 n

9 «

L ’equazione di H am ilton-Jacobi diventa

(44) r  l ? ”1 +  2 ,-  x? 9’”'j  p \  —  2 , - <P“  X, Pi +
« n

+  4  2 , -  ?”  p ) - h r 1 -  2 , -  ? ” ' u,. =  h ,2 1
e ponendo

(45) p x =  <xx X'x (^ i ) ,

con a3 , costante, si ottiene

(46j (L  4  -  è,) ç - i  +  2 , -  ( 4  (A- -  “ i x -)2 -  u < ) ?" ' = A -
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la quale è identicam ente soddisfatta dalle
n—1

(47) — a? —  bi =  hcnX +  2 ,- ßy £ji

(48) I  ( A  -  X t f  -  U , =  Acp„, (*,) +  ”|Ì y ßy ?y£ (x£) ,  (i =  2 , 3 , • • •, „).

La (47) fornisce la costante ocx in funzione delle costanti bx , ru , c21, ■ ■ ■, c„_x , 
e delle costanti arbitrarie ßi , ß2 , • ■ •, ß«_i , h.

Dopo ciò, per le (45) e (48), della corrispondente equazione di Ham ilton- 
Jacobi si ricava il seguente integrale completo

(49) W  =  W , (xx) +  2 ,  W . (*,) =
2

=  ai L u  J  x t (x iJ &xi +  L i  J j / 2 (U i +  h<pn£ +  2 y  ßy ?y«j <Lr,- ,

che dipende dalle n costanti arbitrarie ßi , ß2 , • • •, ß«_! , h.

7. Casi d i integrabilità d i Levi-C ivita  e d i Stàckel.

I casi di integrabilità di Levi-C ività e di Stäckel si ottengono come casi 
limiti di quello generale considerato nella Nota I, rispettivam ente per k  =  n 
e per k  =  o.

Per k  =  n (caso di L ev i-Civita), ponendo ora

" , x r

(50) B =
v(l) y  (2)A2 , , • • -, xr>

yd) y (2> y  (ri

si h a !

(SO aij = v  B*> B>
ÀUr B2

Le forze agenti in questo caso sono nulle e il potenziale si può ritenere 
nullo. Questo caso è quindi relativo al moto spontaneo di un sistema. 

L ’equazione di H am ilton-Jacob i risulta

(S2)

che si soddisfa ponendo

(S3)
n

A  =  L,*,X<7> a  =  i , 2 ,  • ■■ - , n)y

0 4 )
nI 2 7 - ^ 2ur * r = h .  

* 1
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Q uest’ultim a esprime la costante h dell’energia per mezzo delle n costanti 
arb itrarie oq , a2 , • • •, aw, m entre le (53) costituiscono w integrali primi lineari 
nei m omenti, che risoluti rispetto alle costanti oq porgono

(S3') 0  =  1 ,2  , • • • , » ) .

L ’integrale completo di Jacobi è in questo caso

(55) W  =  i ; , .  W , (*,-) =  a, X (/> (*,•) Cb-,.

Per yé =  o la prim a soluzione porge
n

(56) au =  i \au =  H(Jy,- O,-) , (2 =  i , 2 , • • •, ») , con H =  H r (*,),
1

e
«

(57) U  =  £ , U , ( * , ) / H .

che corrisponde al caso di integrabilità di Lioville. Infine se cp™ è l’elemento 
reciproco del term ine (pm- (xz-) nel determ inante di ordine n || cpyf. (x/) ||, 

i , 2 , • • - , ~n), la seconda soluzione porge
»

(58) Æfï =  i /«'*'= i/V “', (7 =  i, 2 , • • • , « )  ; U =  2 ,  V  Ob) <p”' ,

che corrisponde al caso di integrabilità di Stäckel, in cui la forza viva ha forma 
quadratica ortogonale.


