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Meccanica analitica. — Su nwuovi casi di integrabilits per separa-
z1one di variabili dell’ equazione dinamica di Hamilton—Jacobi. Nota 11
del Socio CATALDO AGOSTINELLI.

SUMMARY. — In this second paper we consider the extreme cases, that derive from the
general classification, in which the dynamical equation of Hamilton-Jacobi is integrable by
separation of variables. At the limit we have the solution of Levi-Civita and that of Stickel.

Nelle due soluzioni considerate nella Nota I seconda la classificazione
ivi adottata, abbiamo supposto 1 <% <z -—1. Ma esse sussistono anche
per £=1 e per 2= n— 1. Considereremo allora in questa seconda Nota i
casi estremi di £#=1 e di £= »— 1, continuando nella numerazione delle
formule quella della Nota precedente.

5. Caso di b=mn—1.

Nel caso di 2= 7 —1 le ipersuperficie coordinate x, = costante della
varieta metrica V, sono applicabili su S,_; euclideo.

Considerando la prima soluzione e ricordando le (8) e la (7), i coefficienti

della forma reciproca della forza viva, e il potenziale U delle forze, risultano
ora
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In questo caso si hanno » — 1 integrali primi lineari nei momenti
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(*) Presentata nella seduta del 14 novembre 1974.
(**) Questi « Rendiconti» (8), LVII (1974), 391—398.
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e un solo integrale quadratico

n—1 2 n—1
w2 % X ) 4+ = 2 0, KY — U, — iH, =

(34) q, ? T 2
Da questi si ricava

n—1
<35) W’.(x’.):;:a‘ (:)<x)dxz! (Z':I,Z,"-’%—I),

n—1
GO Walry= X, [ X0 ds, +

T

—1

I al s
+”/z¢,, U, + ZH, —72 K“) dx,,

e lintegrale completo dell’equazione di Jacobi risulta dalla somma
n—1

W = ;i W, (x;)+W,(x,), involgente le n costanti arbitrarie o;, oy, -« *, %y, 4.

Nella seconda soluzione i coefficienti della forma reciproca dalla forza
viva e il potenziale sono dati da

n—1
” B;;s By B ..
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ar® = (Pnn ; U = gx bs CP”" + Un (xn) (P”" ,

dove le @™ sono gli elementi reciproci dei termini della %™ orizzontale del
determinante (19), in cui tutti i termini sono costanti, fatta eccezione di
quelli @,, dell’#z™* colonna, che sono tutti funzioni di x, soltanto.

Questa seconda soluzione non differisce pertanto dalla precedente e
si riduce a quest’ultima facendo

K ()

I
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6. Caso di k= 1.

In questo caso le ipersuperficie coordinate x; = cost. (i = 2,3, -, ),
della varieta metrica V,, costituiscono una (7 — 1)-pla ortogonale. Nella
prima soluzione si ha

- 1 [X7 (x0))?
all = H [X: (72 Z K, (x) + Zz V)
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(38) U= %j,U,(x,) , con H= 2Zt H, (x,).
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Sussiste un solo integrale lineare nei momenti
(39) by = g Xy (xp),
ed 7 — 1 integrali quadratici

(40) 5y (P X2 + e Ki(w) —U, () —AH, (m) = oy, (=2, 3,- -+, 7).

L’integrale completo della corrispondente equazione di Hamilton—Jacobi
risulta

” n . /

(4I> W= % Z;J Xz’ (;L‘J dxi =+ ZZJ l/ 2 "Pi (LTi + th_h % %1 Kz’ + a'z') dxi ’
1 2

con oy + ag +-- -+ «, = 0. Esso dunque dipende dalle 7 costanti arbitrarie

Ay, gyt Ap—1 vh'
Nella seconda soluzione si ha
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2

dove ora nel determinante ¢ sono costanti solo gli elementi della prima
colonna, cio¢
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L’equazione di Hamilton—Jacobi diventa

I
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(45) ‘ 2 = oy Xy (y),

con «;, costante, si ottiene

n
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la quale ¢ identicamente soddisfatta dalle

n—1

(47) %Oﬁ?—él = hcyy + 2:4;5;' 1

n—1

(48) ";_ (£i —oq X P —U; = hep, (x;) + 211: By s (%) (t=2,3,--, m).

La (47) fornisce la costante o; in funzione delle costanti &;,
e delle costanti arbitrarie By, By, -, Pu—1, 4.

Dopo cio, per le (45) e (48), della corrispondente equazione di Hamilton—
Jacobi si ricava il seguente integrale completo

€115€215" " "y Cn—1,

(49) W= Wy () + 20, W, (1) =
n‘ ”n n—1
=0 ;;fxi (%) da; + ;;fl/z (Uz' T hpa + ;,- ¥ <sz') dx; ,
che dipende dalle n costanti arbitrarie By, By, -, B,_1, 4

7. Casi di integrabilita di Levi—Civita ¢ di Stickel.

I casi di integrabilitd di Levi-Civitd e di Stickel si ottengono come casi
limiti di quello generale considerato nella Nota I, rispettivamente per £ =n
e per £ = o.

‘Per £ = n (caso di Levi-Civita), ponendo ora

1 2
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si ha!
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Le forze agenti in questo caso sono nulle e il potenziale si pud ritenere
nullo. Questo caso ¢ quindi relativo al moto spontaneo di un sistema.
L’equazione di Hamilton-Jacobi risulta

n

"ﬂ ir < B,
(52> %214,‘ Z,‘ % ?i;j PJ) pj:/ly

1

che si soddisfa ponendo

n

(53> pz’ == 2_‘. xs XE;) ‘fxz'> ) (Z. =1,2,"- ) 72),
1
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Quest’ultima esprime la costante & dell’energia per mezzo delle » costanti
arbitrarie oy, 0y, -, ®,, mentre le (53) costituiscono m integrali primi lineari
nei momenti, che risoluti rispetto alle costanti «, porgono

(53) 5 p=a, =12, ).
L’integrale completo di Jacobi ¢ in questo caso

(59) W= 3, W, ) = 3,0 3, [ X0 () ;.

Per £ = o la prima soluzione porge

(56) a; = 1/a"* = HY; (%), =1,2,--+,%), con H= Z::r H, (x,),

e

(s7) U=3, U m.

che corrisponde al caso di integrabilitd di Lioville. Infine se @™ & I’elemento
reciproco del termine ¢,; (x;) nel determinante di ordine = | g (x,) |,
{(J,i=1,2,---,#), la seconda soluzione porge

(58) ag = 1la=1/¢", G=1,2,-,n); U= U (x)e",
1

che corrisponde al caso di integrabilitd di Stickel, in cui la forza viva ha forma
quadratica ortogonale.



